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本 习题 集 包含 在 综合 性 大 学 物理 数学 系 讲授 的 微分 几何 
课程 的 基本 章节 范围 内 的 一 于 多 道 习题 和 练习 题 。 在 这 版 的 
准备 时 ， 作 者 力求 考虑 到 目前 在 数学 教学 中 发 生 的 变化 。 

中 学 转 到 新 的 教学 大 纲 导 致 了 教学 方法 、 术 语 及 符号 的 
变化 ， 在 此 书 中 我 们 尽力 巩固 和 发 展 这 些 革 新 。 我 们 无 条 件 
地 采用 在 中 学 里 惯用 的 所 有 术语 和 符号 ， 特 别 注意 在 微分 几 
何 课程 中 被 研究 的 基本 对 象 的 确切 定义 。 对 于 曲线 (8) 给 
出 两 种 定义 。 即 一 方面 ， 曲 线 被 定义 为 等 价 参 数 表示 道路 的 
类 ， 另 一 方面 ， 引 入 作为 一 维 流 形 的 线 的 概念 。 曲 面 被 看 作 
为 二 维 流 形 并 通常 借助 其 参数 表示 给 出 。 大 多 数 题 目 可 从 局 
部 观点 来 解决 ， 即 在 确定 点 的 邻 域内 研究 几何 图 形 。r>xm 现 

在 本 书 的 叙述 中 作者 力求 将 微分 几何 课程 同 其 他 数学 混 

程 结合 起 来 ， 主 要 用 到 线性 代数 、 数 学 分 析 和 微分 方程 的 工 
具 ， 并 特别 注意 与 中 学 几何 和 解析 几何 的 联系 。 

全 书包 括 概论 、 六 章 及 二 十 一 节 。 

此 书 可 推荐 为 综合 性 大 学 和 师范 学 院 物理 数学 系 的 教学 
参考 书 。 


{ a, b, c, 6 } 一 由 元 素 a, b, c, … 组 成 的 集合 ， 
{ x lx RAE P ) 一 一 所 有 具有 给 定性 质 了 的 元 素 的 Ж 
Ês | 

x CA— x ERRATE (x BFA) 5 
АСВ 一 一 集合 A 是 集合 了 的 子 集 ; 

АЦВ 一 一 集合 A 和 了 3 的 并 

A NB 一 一 集合 A 和 B 的 交 ， 

A、B 一 一 集合 的 差 ， 
多 一 一 空 集 ; 
及 一 一 所 有 实 教 的 集合 

y 一 一 任 一 个 ， 

9 一 一 在 在 ， 

p w 一 一 由 了 得 出 qs 

p e> q 一 一 了 和 9 Sts 

а. b — REUSE E, 

aX b 一 一 矢量 的 矢量 积 ; 

Ca, b, с) 一 一 矢量 的 混合 积 。 

所 有 其 他 符号 将 在 本 文中 阐明 。 


BR At 


设 X 和 YY 是 任意 的 非 空 集合 ， 如 果 集 合 又 的 每 一 个 元 素 
与 集合 立 中 的 某 个 元 素 相 对 应 ， 那 么 说 给 出 了 集合 入 到 集合 
YAR RS. RAAF OE 表示 ， 在 此 记 为 

f, X—Y, x f(x) (1) 
RE y = f(x ) 称 为 元 素 x 的 象 。 如 果 ACX， 则 集合 

СА) = { {f(x)|xEA} 

称 为 集合 A 的 象 ， 集 合 f (XX) 称 为 映射 1 的 象 。 

#i(X)=Y, MAKI 是 集合 X 到 集合 Y 上 的 映射 ， 或 
SRI. WR 

х,ар Í (x A(x),‏ ر 

则 称 映射 上 是 内 射 。 同 时 是 满 射 和 内 射 的 映射 称 为 亚 射 。 这 
种 映射 确定 了 集合 六 和 了 的 元 素 之 间 的 一 一 对 应 。 对 于 双 射 
ЛЕВ th 

f 1, YX, f(x) |-x, 

它 同 样 也 是 双 射 。 
如 果 ACX， 那 么 可 以 观察 映射 (1 ) 在 A 上 的 限制 ， 
fja: АҮ, al>f(a), 这 里 a € A, 

当 将 实数 集合 尺 作为 Y， 则 称 映射 (1 ) 为 函数 。 
#1: XX 一 了 和 g: Y 一 Z 均 为 映射 ， 那么 能 确定 映射 
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g of, XZ, хов (f(x), 
TRARY Í Me 的 合成 。 

两 个 集合 和 了 的 直 积 《或 笛 卡 尔 积 ) 是 所 有 的 偶 〈x， 
у) WEÊ, АШ, хЄХ, уЄҮ, 

ХхҮ={(х, y)]x€X, уЄҮ}, 


= 间 Ra 


H n АЖ ЖЕШ (Xis xa, “x” 组 成 的 集合 

R™= { (Xis хз, Xn) |х, X2 XnER} 
能 够 赋予 不 同 的 结构 。 R "是 n 维 实 天 量 空 zi], 据 此 R ?中 的 
元 素 可 称 为 天 量 ， 并 用 符号 &， b, x, у, … 表 示 。. 由 矢 


11=(1,0,:,0), 1,=(0,1,0+,0), с ， 

=(0,0，…，1)， 

组 成 的 空间 RRR" 的 基 称 为 规范 基 。 在 R :中 的 规范 基 用 С, 
j, k) жж. 

- 我们 可 将 及 "者 作为 与 矢量 空 ик 联系 在 一 起 的 点 的 信 
не кЇн] 此 时 及 的 元 素 既 可 看 作 是 点 ， 并 用 符号 M,N， 
表示 ， 也 可 看 作 是 矢量 a， 区 ，…。 

矢量 + = (ху, “xD 关于 规范 基 具 有 坐标 x:， х, 
“5 Xm ÑA (ху, +", хь) RE RB (О, 1,1, 
1а in》 有 具有 同样 的 仿 射 坐标 ,其 中 O = (0,0, ---,0) 
是 坐标 原点 。 

”如 果 使 空间 R ?的 任意 两 个 矢量 x = (xiy xs…xn) 和 
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у= (ур Уз ўл) НОКИ хун ИО. 
X’ у= хуруф y+ Xnya 

相对 应 ， 那 么 R "成 为 n 维 欧 基 里 德 空间 。 在 这 个 空间 中 能 

引入 两 点 ; M= (Xis Xo, +", xn 和 N= (yiy ys 

…， ya) 间 的 距离 的 概念 


SEPSE yi) E 
六 

特别 是 ， 对 中 学 数学 课程 中 研究 的 平面 和 空间 ， 如 果 在 
它们 中 选取 第 卡尔 坐标 系 ， 则 能 够 分 别 看 作为 R?* 和 R?。 

集合 

В (А, e) = {MER"|AM[<e } 
称 为 球 心 在 点 A， 半 径 为 e > 0 的 球 ， 这 个 球 称 为 点 A 的 8 
邻 域 。 

R "的 子 集 U 称 为 开 集 ， 如 果 对 它 的 每 个 点 A , 它 都 包含 
球 心 在 A 的 某 个 球 。 所 有 包含 点 A 的 开 集 都 称 为 该 点 的 9 
域 。 

点 A ER? 称 为 集合 U € R "的 接触 点 ， 如 果 这 个 点 的 任 
何 邻 域 至 少 包含 UU 里 的 一 个 点 。 集 合 口 的 所 有 接触 点 的 总 合 
称 为 集合 U 的 闭 包 ， 并 用 符号 UU 表示 。 如 果 U = U ， 则 集合 
U 称 为 闭 的 。 
Bo 如 果 不 存 在 不 交 的 开 集 U ,和 U ,， 这 两 个 开 集 将 集合 
分 为 两 个 非 空子 集 V FMVs, HV,.cU1, V,cU,, me 
合 VCR? 称 为 连通 的 。 开 连通 集合 称 为 区 域 ， 区 域 的 闭 & 
称 为 闭 区 域 。 

如 果 集 合 口 内 的 点 连同 它 的 某 个 邻 域 都 属于 集合 UU， 则 
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该 点 称 为 集合 U 的 内 点 。 和 集合 U 的 所 有 内 点 的 总 合 称 为 该 集 
合 的 内 部 。 

如 果 在 点 M € R "的 任何 邻 域 中 既 存 在 属于 集合 UCR" 
的 点 ， 又 存在 不 寿 于 集合 UU 的 点 ， 则 点 M 称 为 集合 口 的 边界 
点 。 人 和 集合 U 的 所 有 边界 点 的 总 合 称 它 的 边界 ， 并 用 符号 3 Ú 
表示 。 

EZ ЫНАНА 给 
出 一 个 含有 x+，x:，…，xn 的 方程 称 为 图 形 中 的 方程 ,如 
果 及 ”的 属于 图 形 中 的 点 且 仅 仅 是 属于 图 形 中 的 点 满足 此 方 


程 。 设 1， ВЗА, (1,1, з, Im) 

ЖЕ” ЖЫ Е, (' i Gins , 1.) BR a 的 规范 基 , 并 设 
— її — 

1( ір) = Zajk'ij (k = 1, 2, som) o Ж E 
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ба ix) 1% j Sa 
1<k<m 
称 为 线性 变换 1 的 矩阵 ， 它 的 列 是 矢量 1 GO HER. SU 
Жх= (х,у, Xa, е, Xm) ERP, В. 
Ї (х) = (уз, Yau Уу) ЄВ", 那么 


т 
Yj=2QjeXk o 
k-1 


m tK Ë: ZA VBE (eye еш) =[e] 和 (aiy 

Bar's Om) = Сай RASH AUR RCo IB ECS) 

的 变换 矩阵 的 行列 式 ( 即 空间 Y 的 由 基 [E] 到 基 Ca) 的 线 
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性 变换 的 矩阵) 是 正 的 。 空 间 V 的 等 价 基 的 类 称 为 这 个 空间 
的 定向 。 每 个 矢量 空间 仅仅 存在 两 个 定向 ， 其 中 一 个 称 为 正 
的 ， 另 一 个 称 为 反 的 。 这 样 ， 空 间 的 定向 的 选择 等 价 于 这 个 
空间 中 基 的 选择 。 

如 果 T 是 在 Rs* 中 的 二 维 子 空间 ，(e ,es) BVH, 
而 n 是 R :的 不 属于 V 的 非 零 朱 ， 则 (eyes,a》 BR 
基 。 如 果 矢 量 1 已 被 选 定 ， 而 基 (e ,ex,a) 与 Rs 的 规 
BEER, MÆ Ce , ,6 ,,) 称 为 正 的 。 这 样 ， 确 定 V 的 定向 
等 价 于 确定 矢量 n 。 通 常 将 n 取 为 与 V 正 交 的 单位 矢量 。 

线性 映射 a: R ">R 称 为 在 矢量 空间 及 "二 的 线性 形 
x. Ша (10) = ax， 那么 对 于 矢量 

h = (h hs, ha) 有 


__ п 

ach) = 了 akhk。 
坐标 函数 . 
ui: КЗК, (u, Wey ry ца) Fruiti=1 
2, =, m) 
是 线性 形式 的 例子 。 | 

满足 下 列 条 件 的 映射 BB，R "x R !— R 3622635382 i 
R" 上 的 双 线 性 形式 ; 

B (hi+h,,p) = B (h,,p) + B (E, p) 

B A h, p) =À B Ch, p) 

B ch, рі+р,) = Bch, pi)+B ch, Pa) 

B ch, Ap) = \ B ch, p) 9 
WRB Gy iD= Вы, B= (hy, ha), Dp = (pis 
p.), Mi 


— n 
B (h, p) т, Pki рр 


如 果 B Ch, p) =B〈p，a) ， 则 称 双 线性 形式 B 是 对 
称 的 。 тж: B ch, p) = 一 月 (р, h) » 则 称 双 线 

式 了 是 反对 称 的 (或 称 为 2 - 形式 ) 。 对 于 对 称 双 线性 形式 
ЯВ Ву = Bir， 对 于 反对 称 双 线性 形式 有 Bil = – Вік. № 
Sia: R"->R 称 为 矢量 空间 Ra 上 的 二 次 形式 ， 如 果 存 在 双 
线性 对 称 形式 8， 使 q Ch) = В ch, h) ° 在 坐标 下 
q (h) 可 用 下 面 公式 表示 ， 


__ п 
q (h) => Brihrhi, 
k,1-1 


二 次 形式 q 称 为 是 与 双 线性 形式 BB 相对 应 的 形式 。 设 a 和 BB 
是 在 矢量 空间 R" 上 的 两 个 线性 形式 ，2 一 形式 
а NB: R®xR*°-R 
称 为 这 两 形式 的 外 积 ， 它 由 下 式 确 定 ， 
CaABD(h, p)= + CaCh)B(p)—a(P) BCR) 
a(h)a(p) 
BCh)BCp) 


设 M 是 空间 R :中 的 任意 点 ， 偶 (M，h) 称 为 Rs 在 点 
M 处 的 切 矢 量 ， 这 里 hh 是 RR :中 的 任意 矢量 , 切 矢 量 (M, 卫 )》 
能 够 表示 为 点 的 这 样 的 有 序 点 对 (M, N) ， 使 对 应 于 点 对 
的 矢量 与 卫 一 致 〈 即 M+ h = N) ， 而 作为 矢量 了 已 被 放 到 
点 M 处 。R :在 点 M 处 的 所 有 切 矢量 的 集合 ТМК? = ( (M, 
h)|h € R°) 称 为 切 矢 量 空间 。 对 Rs: 中 矢量 的 运算 ， 可 根 
据 下 面 原则 转 到 同一 点 的 切 矢 量 上 : 
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(M, h) + (M, Р) = (M, h+P) 
a (M, h) = (M, a h) 
(M, h)- (М, P) = Е. P 
关于 这 些 运 算 TMR: 是 一 个 欧 几 里 德 矢 量 空间 。 而 矢量 (M , 
i). (M, i), (M, k) 构成 它 的 正 交 基 。 当 切 点 M 
BHR, Dam (M, h) 能 简单 地 用 卫 来 表示 。 
在 R， (REHET TEE) 的 每 个 点 指定 及 ?的 一 个 切 矢 
E, ЖИЛЕ: (RRR TE LIRE. 


WU 是 空间 及 2 的 某 个 点 集 ， 使 每 个 点 (ay ue tm) 

CURE RET (пу, Wey ° Um) E R “WR 
T: U>R® (2) 

称 为 目 个 数量 变量 的 矢 函 数 。 硝 定 一 个 矢 函 数 相 当 于 确定 a . 
个 数量 函数 〈 称 为 它 的 分 量 ) , 

T (hy the geet = (Ky (ty lla gm Dy t Xr (U1 9 un))。 

RERA r 定义 在 点 Mo E€ R 中 的 某 个 邻 域 中 ， 或 许 除 点 
M 本身 以 外 ,此 外 ，&a 是 某 个 固定 的 矢量 ， 如 果 对 于 Y e> 
0, Эё =8(e)>0, 使 

0<|MM,|<š =>|r(M)- a |< £, 


则 矢量 a 称 为 矢 函 数 r 的 极限 ， 并 记 为 a = lim r(M), 
М+М 


定义 在 点 Mo 的 某 个 邻 域 中 的 矢 函 数 ( 2 ) 称 为 在 该 点 是 连续 
的 ， 如 果 


lim T (М) =F (My) o 
| MP Mo 
ERENT, NFER AM, EU, eA rM) ER” 
A HERIR WARE MER HRV, г CV NU) 
CW, MERER ( 2 ) 称 为 在 点 Mo 是 连续 的 .映射 U>V, 
这 里 U BR "HTH, VER HTE, RHA, ws 是 
RAHAT Ar Bee, ， 
我 们 考虑 定义 在 吉 线 有 RFR LAM r = т‹ t), 
即 一 个 实 变量 t HAAN, ХЕЕЕ НЕХ, H. 
存在 极限 ， 
. Tít, +At) orto 
ла" At 


AB АЖОО EBC t PR HAS т ' (to) 
或 9 (t ER. REFERERT’ RED RE 


的 导 矢 函 数 。 下 /的 导数 称 为 矢 HE KT HZH, T 
的 导数 称 为 矢 函数 的 上 阶 导数 rk。 具 有 上 阶 连续 导数 的 
函数 属于 Ck 级 函数 ， 具 有 任意 阶 导 数 的 函数 KC RM 
数 。 通 常 将 C* 级 函数 称 为 光滑 的 。 矢 函数 了 = r (t) 的 
Bar’ (t, 与 使 每 个 + СКВ КЕТ 了 (t) WR 
Emr’ Cto): ВЕ "能 够 同样 看 待 ， 这 个 映射 满足 
等 式 ， 
. |TCto+At)-TIt)-Atr'(t) 
Ato ` {At | l- 


通常 称 这 个 线性 映射 Fr” (т). RR 一 R" 为 微分 ， 并 记 为 
10 


= 0 


dTtv=T 了 Tt)dt。 
定义 在 线段 了 = Ca, В) EW RMR = 了 (tt ) 称 为 
光滑 的 ， 如 果 存 在 定义 在 包含 线段 了 的 区 闻 I 三] а, b C 
上 的 光滑 矢 函 数 p = p(t), жрет, 
对 属于 C: 级 的 一 个 实 变 量 的 矢 函数 AFAR: 
T(t клеетти 


+ 人 (F(t) +Z(t, ЛЕ) 


其 中 lim e (t, At) =0。 
At >0 | 
现在 考虑 定义 在 变 盘 为 u，v 的 及 :的 子 集 上 的 矢 函数 
《2 )， 这 个 函数 在 点 (u o，Y o) 的 偏 导数 由 下 列 方式 确定 ， 
Pur (uo, Vo)= Fall o, Vo) 


= lim 
h->0 


Tl(uot+h,vo)—-r(uo,vse) 


arr(uo уо) = г, (цуу Vo) 


т(цо Vv + h)-r(uo Vo) 


= lim h 
h—>0 
Ə aaf = fua” Ə ualr u), 9 yv IÍ = f y y= 9 ,(ry) 
Fav =Əyur = Pave I vu= Эш (r= ә,(га), 


хайт, UR”, (u, у) Tu v), HU 
ЖЕЕ :内 的 区 域 , 称 为 在 MoE R "处 可 微 的 ， 如 果 存 在 线性 

mal: 人 :一 及 "， 使 
| + (Moth) -т0М,)-100 ۾‎ 
IEI ° 


lim 
[hi >0 
it 


在 点 M, 可 微 的 矢 函 数 在 该 点 是 连续 的 ， 而 线性 映射 1 R? 
+з НИЖУ ге г (о, у) ЧМ, 
分 (或 导数 )， 记 为 TM 。 微 分 4 M4 可 以 表示 为 TmoR? 
到 Tr(Mo)R" 内 的 映射 ， 只 需 将 矢 E h € R ?看 作为 R ?在 点 
M。 的 切 矢 量 (Mo,h ) ,而 将 矢量 4d ru (h)= 1 (В) ЄВ" 
看 作为 R' 在 点 7r(M,) 的 切 矢 量 (rf (MoD, d rm (h) ° 
MRR p = p(t MERE P(t o) = Mo，p'(to) = 
h, BAK ва гм (h) 5 ROR (гор) @ 5 3 
(т op) (t JHA KB r =ru, VRATA, 
如 果 它 在 U 的 每 一 点 可 微 。 坐 标 a 和 v 能 够 理解 为 在 U 上 
HEM, ш. (и, т) feuy,v:(u,v) bev 。 这 些 函 数 是 可 
微 的 ,而 它们 的 微分 4 u 和 dv 与 切线 矢量 (M， 了 上》 对 应 ， 
其 中 了 = (hh ,),h Ah, WAM MR, dus Ch) = 
hi, дум (Ъ)= h: а иа у 的 这 种 表示 有 公 
= aa 
dr=%,rdu+ ә, гіт, 
РЕЖЕ h = (h. h), 
dr Ch) = ə,rdu (h) + ə rd v Ch) 
= ə rh,+ə,r bso 

#r(u, v)= (filu, у), 5, 0и, v), A 
Me= Cus, vo) ， 则 微分 4 ru THRASH, 


ә, (u, Y o) 9, Í (чу, Vo) \ 
9ut,(u о; Vo): 9vf,(uo, Vo) 


of vo orian vol, 
当 线性 映射 由 它 的 矩阵 给 出 时 ， R :到 R "内 的 线性 映射 
空间 .ZLR*， 民 可 以 夏 作 空间 RR**， 对 于 可 微 的 矢 E Ж 
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T =u, VIPERA UR, Kd TF 
M 处 的 微分 称 为 矢 函 数 工 在 点 M 处 的 二 阶 微分 并 记 为 42 r м 
Rewer = r (u,v ) 称 为 二 次 可 微 ， 如 果 在 U 的 每 一 
点 都 存在 42T。 若 4 是 连续 的 ， 则 称 T 为 连续 可 微 的 
(或 为 C :级 的 ) ， Adir EER, MC :级 的 这 样 可 
逐次 确定 上 阶 微分 和 Ct 级 和 函数 。 为 简便 起 见 C: 级 矢 函 数 

称 为 光滑 的 。 线 性 映射 

dru: К» К°, К"), h >d ry Ch) 
可 看 作为 按 下 面 规则 确定 的 R?: x R :到 及 "的 双 线 性 映射 ( 同 
样 可 表示 为 42T u); | 

d?r; Ch, p)=d?ru (Ch)(p). 

双 线 性 映 f d r M 是 对 称 的 ， 而 对 应 它 的 二 次 形式 通常 记 
d2?r= 2 y,rdu2+2 ə yrdudyt yr dv’, 
RU, VEER HORM, MH f: UVC 

ЖӘНЕ, MRE Beet Bey f SR C IRN 


曲 R 和 R 


设 I 是 在 直线 R 上 的 区 间 、 线 段 或 半 开 集 。C1 级 矢 画 
wr: I 一 Rs: 称 为 在 空间 R* 中 的 Ct 级 道路 (或 参数 表示 的 
曲线 ) ， 并 用 CI, r) RFR. HEE (І, r) RA: 

1) ERY, MRR r 是 一 一 的 ， 

2) 正则 的 ， 如 果 对 于 所 有 内 点 t (€ 有 

r’ Ёо) = 6; 
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8) 双 焉 则 的 ， 如 果 对 于 所 有 内 点 teE 工 有 
ТЕЖИ (t), ` 

BACAR I, r= r(t1) 和 (J,p=p(s))， 
RRI, 是 区 间 ， 称 为 等 价 的 ， 如 果 存 在 Cr 级 微分 同 BE 
A, I 一 ]， 使 f(t )= Pp( 和 (t ))。 等 价 道路 (参数 表示 的 
曲线 ) 类 称 为 曲线 。 而 这 个 类 的 每 一 道路 称 为 曲线 的 参数 表 
示 。 确 定 两 个 道路 等 价 性 的 函数 入 ， I 一] 称 为 参数 变换 。 
me (1, r) 是 道路 ， 则 集合 z ( 工 )CR HAR BH 
象 。 构 成 已 知 曲线 的 所 有 等 价 的 道路 具有 同一 个 象 ， 它 称 为 
这 条 曲线 的 象 。 通 常 称 曲 线 的 象 为 曲线 ， 虽 然 各 种 曲线 可 以 
有 同一 个 象 。 曲 线 的 象 含 在 某 个 平面 内 。 曲 线 称 为 平面 曲 
线 。 如 果 曲 线 存 在 它 的 参数 表示 是 简单 的 《正则 的 ， 双 正则 
的 ) ， 则 曲线 称 为 简单 的 《正则 的 ， 双 正则 的 ) o 

设 给 出 道路 rz = fr(t )， 考 察 所 有 与 它 等 价 的 道路 ， 这 
些 道路 是 用 具有 正 导 数 入 /(t )> 0 的 参数 变换 s = K (t) 
所 得 到 的 。 这 些 道路 的 类 称 为 定向 曲线 。 曲 线 的 参 RRM 
T = +r(s) 称 为 自然 参数 表示 ， 如 果 |T7“(s)| 一 1。 所 有 
的 正则 曲线 都 容许 自然 参数 表示 、 通 常用 s 表示 的 自然 参数 
是 曲线 的 弧 长 ， 这 绰 长 是 从 荣 起 始点 计算 ， 并 按 符号 + 或 - 
所 了 到 的 R :的 子 集 L 称 为 Ct 级 的 线 (或 一 维 流 形 ) ， 如果 
对 于 所 有 点 ME L， 在 民 : 中 存在 该 点 的 邻 域 W 和 Cr 级 的 正 
则 道路 《I ，r) ， 它 们 满足 条 件 ， | 

TCI)=WOL, Br, I—Wñ L АЕ. BEK (I 
fr》 称 为 线 L 的 参数 表示 。 线 L 称 为 简单 线 ， 如 果 存 在 这 样 
的 参数 表示 (1, т), гә) = L, MR (1, r) 和 
(J, p) 是 线 世 的 两 种 参数 表示 ， 则 道路 〈(I ，r) 和 
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(J, р) 是 等 价 的 。 

如 果子 集 L 包含 在 某 个 平面 内 ， 则 线 L 称 为 平面 线 。 

EMARLHH—A,(1, r) 为 的 参数 表示 ， 它 使 
M = r (t )。 过 点 M 并 使 其 方向 矢量 为 矢量 5“(t 〉 的 直线 
称 为 线 工 在 点 M 处 的 切线 。 对 于 曲线 和 道路 可 类 似 地 定义 切 
线 ， 道 路 r = f(s ) 为 曲线 RA) HARARE, KE 
TY(s) 称 为 曲线 ( 线 ) 在 点 s 的 曲率 矢量 ,而 它 的 长 |TY2(s)| 
称 为 曲率 ， 并 用 k( 5) Ок) 表示 。 

过 点 p(t o) 并 使 其 有 矢量 p(t OMP” OAH 
矢量 的 平面 称 为 双 正 则 曲线 ( 线 ) p= p(t ) 在 点 t He 
切 平面 。 

对 于 双 正 则 曲线 〈 线 ) 的 自然 参数 表示 r = r (s ) 矢 量 
и (s) 号 相应 点 的 切 矢 量 垂直 。 _ 位 于 密切 平面 内 半径 为 | 
、 且 中心 在 点 + (s)+ art "(s) HBR AME FN 
ie ( 线 ) 在 点 s 处 的 密切 圆 。 

标准 正 交 标 架 (T(s) als) BCs), ү(5)), 
Hrta(s)=1’(s),BCs)Mr(s) , HEB Ca(s), 
Bs), (SD 构成 右手 系 ， 称 为 定向 双 正 则 曲线 C 
在 点 s 的 伏 朗 内 标 架 。 


r 
1 


= 


曲 面 


RFR S 称 为 Ct 级 曲面 (或 二 维 流 形 》， 如 果 对 于 
所 有 的 点 AE 5, ТЕК :内 存在 该 点 的 邻 域 W 和 偶 (U，r )， 
其 中 避 为 R :中 的 区 域 , r ，U-=~Rs， 它 们 满足 下 列 条 件 ; 
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1) т, U-R*, (u, v) Pr (и, v) B 
于 Ck 级 。 

2) r(Uy=W Sar; О-У SERE. 

3》 对 于 所 有 点 Cu, v) EU, 矢 量 aur (u, у). 
Ж ә. т (и, v) FER, іг (и, v) 的 秩 = 2, 

{8 (U, r) 称 为 曲面 S 的 参数 表示 。 参 数 4 ，v 是 其 
上 的 曲线 坐标 。 曲 面 S 称 为 简单 曲面 ， 如 果 存 在 它 的 参数 表 
ж (U, r) 使 r(U)=5。 

设 S 是 Rs 中 的 C RH, ШЖ (U, r) 是 它 的 参数 
Жж, МЕКНИ, НА. УОС 级 的 微分 同 
E, MR CV, гол) 也 是 S 的 参数 表示 。 另 一 方面 ， 如 
ж (U, ri) ЯП (U,, r, EH S 的 两 个 参数 表示 ， 且 
т.(О,) = r,(U,), 则 映射 入 =r lor): Ul->U ,是 
Cr 级 的 微分 同 胚 ， 并 称 它 为 参数 E 换 。 ip: 1—5, 
其 中 工 是 直线 上 的 区 间 ， 称 为 在 Rs* 中 的 曲面 S 上 的 光滑 道 
BE) ， 如 果 映 射 p， 工 一 R :是 光滑 的 (相应 Hh, 如 Ж. 
PCD 是 在 R :中 的 线 ,而 (I，Pp)》 是 它 的 参数 表示 ) 。 设 
P: I 一 S 是 在 曲面 5S 的 光滑 道路 ( 线 )， (U, r) BSH 
参数 表示 ， 而 且 p(T)CT(U7， 则 使 (ut p(t ) 的 
KRG, 工 一 U 称 为 道路 ( 线 ) 的 内 部 表示 ， 在 此 (1， 
k) 是 区 域 U 上 的 道路 〈 线 )。 在 曲面 S 上 的 曲线 称 为 坐标 曲 
线 ， 如 果 它 的 内 部 表示 具有 形式 ，u = иав, у= уо 
u=u Y=v6ot to。 对 于 在 曲面 $ 上 的 已 知 点 M，R? 
ТМНК, ЯШЕМ КЕ, ЕН 
HS 上 存在 道路 C, p) 使 得 p(t 0) =M，P'(to)= 
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了 了。 曲面 S 在 点 M 的 所 有 切 矢量 的 集合 是 TMR :中 的 二 维 矢 
量子 空间 ， 以 TMS 表 示 并 称 为 曲面 S 在 点 M 的 切 空 间 。 
如 果 M= r(u, у), 其 中 (U, т) 是 5 的 参数 表示 ， 则 
ЖЕ arlu, vV) Morr(u, v) (也 可 分 别 表示 为 
surM 和 avfM) 是 过 点 M 的 坐标 曲线 的 切 矢 量 , 并 构成 切 
空间 TM S 的 基 。 基 (ә. г, әу 了 ) 称 为 曲面 S 的 活动 基 , 此 
时 TxS= drT(u，vY)(R2z)。Rs 中 过 点 M 并 以 TMS 为 其 方 
向 子 空 间 的 平面 称 为 曲面 S 在 点 M 的 切 平面 。 过 点 M 并 Ф 
直 切 平面 的 直线 称 为 曲面 S 在 点 M 的 法 线 。 将 每 点 ME S = 
(MEQC S) 映 到 曲面 S 在 点 M 的 切 矢 量 EVK 的 映射 称 为 
曲面 S (或 子 集 Q) 上 的 矢量 场 E 。 场 9ar 和 9. r WER | 
在 子 集 r {U )CS. 上 的 矢量 场 的 例 ， 其 中 (U, т) BSW 
参数 表示 ， 这 两 个 矢量 场 称 为 基本 矢量 场 。 对 于 在 曲面 S 上 
MRE E. MEN f ， 矢 量 场 的 和 及 矢量 场 与 函数 的 积 
的 运算 根据 下 列 公 式 定义 ; 

CE +9) = Ем+ тм, (Í Е)м= (MD EM, 
这 里 等 式 右边 的 运算 是 定义 在 矢量 空 = 间 TMS 中 。 如 果 矢量 声 
定义 在 子 集 Fr(U)C S 上 , 则 有 分 解 式 上 =5 o. r +Ë, yr 
RE, RO, Ë :是 定义 在 5(U) 上 的 函数 。 这 些 函 数 
称 为 场 E 关 于 活动 基 ( 9 ,了 ，9 ,fr) 的 分 量 。 如 果 场 是 定 
义 在 整个 曲面 S E, NY E 限制 在 子 集 r (U ) 上 的 分 量 称 为 
ERP Out, yr) HIE. REDERIER 
的 ， 如 果 它 的 分 量 关于 任何 活动 基 都 是 连续 函数 。 

曲面 S 的 定向 ， 是 在 每 一 个 切 矢 量 空间 TMS 中 定向 的 选 


择 ， 它 等 价 于 对 所 有 ME 5 与 TMS 正 交 的 单位 矢量 an м 的 选 
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择 。 如 果 在 所 有 点 上 活动 基 是 正 的 定向 ， 即 如 果 基 (a ur,” 


arr, n) 等 价 于 Rs 的 规范 基 ， 则 称 曲面 S 的 参数 Жл 

(У, т) 是 与 定向 一 致 的 。 如 果 对 于 S 的 所 有 点 M 都 可 求 得 
与 定向 一 致 的 参数 表示 (U,T) ， 使 MET( 可 )， 则 称 曲 面 
S 的 定向 为 连续 定向 。 通 常 只 研究 连续 定向 。 曲 面 连同 它 的 
连续 定向 称 为 定向 曲面 。 

ЖЕ S 到 空间 Ra 内 的 映射 fs S ->R" 称 为 光滑 映射 ， 
如 果 对 这 个 曲面 的 任何 参数 表示 (CU , DENER HRM 
U к f 。r ，U ->R ?是 光滑 的 。 特 别 当 n = 1 时 ， 
就 得 到 在 曲面 上 的 光滑 函数 的 定义 。 设 Q 是 在 R: 内 的 另 一 
ЛАЕШ, ЖЕ О ДЕК :的 子 集 ， 故 映射 f，S->Q FF 
作 S 到 RR:* 内 的 映射 。 映 射 f，S 一 Q 称 为 光滑 的 ， 如 果 它 
作为 S 到 Rs 内 的 映射 是 光滑 的 。 

在 曲面 $ 上 的 矢量 场 丰 称 为 光滑 的 ， 如 果 关 于 任何 活动 
基 它 的 分 量 都 是 光滑 函数 。 基 矢量 场 3。r 和 3,f 是 光滑 
的 。 

Ki: 5S 一 Q 是 曲面 的 光滑 映射 ，p = p Ct ) 是 在 曲面 
S 上 过 点 M = p(t 0) 的 光滑 道路 , 则 f op = (fo p(t) 
是 在 曲面 Q 上 过 点 M' = ЕСМ) =fo p(t.) 的 光滑 道路 。 
将 切 矢 量 p'(t MBM ({ ор)” Ct А Тм] 
TM'Q 内 的 映射 ， 称 为 映射 人 在 点 M 的 微分 映射 СЕЕ SRR 
射 ) ， 记 为 diM。 微 分 dfMe Тм5->Тм”/ ОЖ НЕЕ. 
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第 一 章 
RR. HW. A 


1. 证 明 ， 矢 函数 r = r (M) 的 分 量 根据 下 面 的 规则 求 得 
xj(M) =i:er(M) (ј= 1,8,6, n), 
其 中 Giono 1O BEAR WHEE, 
2—6, WH: BRR 
lim r (M) =ai Gi =1,2,3), 


м» Мо 
lim # (М) = А 
М» М о 
涧 存在 ， 可 得 出 下 列 极限 的 存在 和 相应 的 公式 ， 
(2) lim (r,(M) +12(M))=a, + aso 
ММ 0 
(3) lim (ЕСМ) г, (М) = Аа, 
M> Mo 
(4) lim (r,(M) .rr,(M))=ai*a,o 
М» Mo 
(5) lim (ri(M) xr(M))=a; X as. 
M Mo 
(6) lim (ri(M) , т,(М), т,(М)) 
М-М 
= (a 1,282,834) 


7 。 证 明 ， 矢 函数 的 连续 性 与 它 的 各 个 分 量 的 连续 性 等 
价 。 


`. 
А 
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в. йт = 工 (M) 的 连续 性 能 得 出 函数 [or | = 
| r (M) | 的 连续 性 吗 ? 反 过 来 正确 吗 ? 
9—13, 证明， 若 矢 函数 了 ;(M) 和 函数 f(M) 在 点 Mo 
连续 ， 则 下 列子 数 在 这 点 也 连续 ; 
(9)ri(M) +т,(М) 。 
(10) f (M) : r (M), 
(Dr (M) +. т,(М) . 
G(2)r (M) xr (MD 。 
(20) (r ,(M) , r (M), r (M), 
14。 证 明 ， 天 函数 的 光滑 人 性 与 它 的 各 个 分 量 的 光滑 1 和 等 
价 。 
15, ШН. reo (t) = (ху H(t), х, GOO.) оха Сә (1)) 
16—20, EMH: 对 于 C 1! 级 矢 函 数 f;，1 ->R :和 函数 
f: 1-8, TASA: 
(16) (ry + Ta ‘= T ETa’ 
(17) (Í r) ба тж ТИ 
(18) (r + r.) /= 
(19) (ту*г;) “= 
(20) (fis ras f) = 
Ta)+ (Ti, гагар) о 


21—26. ЖЕ] тони даная 


r, 
rX ra 
гү 


ODT? (22) 77, (03) rier, 
(24) (ги, r”, r”) ñ (25) Crfxr%) xr", 
(26) ү ° 


27。 证 明 椭 贺 切线 的 平分 线性 质 ， 椭 圆 在 它 任意 点 MM 的 
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切线 是 切 点 的 两 焦 半 径 夹 角 的 角 平 分 线 。 

28。 对 于 矢 函 数 : r(t)= (t*+8,4t-7, t+ 
5D, Rt o 值 ， 使 线性 映射 r (t 0) 将 数 2 映 成 矢量 《4 
8, 2). | 

29. шт = f(t ) 的 光滑 性 能 得 到 函数 | r | = 
| r (t) | 的 光滑 性 吗 ? 

30， 对 于 函数 r (t ) 能 判定 下 列 等 式 成 立 吗 ? 

D r'r? Dr- r’= trite’ ie 

31, 证明; ERM Tr = r (t ) 在 某 个 区 间 具 有 有 零 旱 
数 的 充 要 条 件 是 矢量 r RENEE, NSt 无 关 。 

32, 88, 欲 使 撩 函数 f(t Aer’ (t) 在 某 个 区 间 的 
所 有 点 上 正 交 的 充 要 条 件 是 | r (t) | = 常数 。 

33, Kr = r(t ) 是 C1! 级 的 条 函数 ,r (tO, aoe 
矢量 r (t ) 具 有 固定 方向 ， 其 充 要 条 件 是 在 t 的 变化 区 间 内 : 
Rar (t+ ) 和 rf'(t) 共 线 。 试 证 之 。 

34,。 设 C3: 级 的 矢 函 3k r = r (t ) 在 它 的 定义 域 上 所 有 
点 都 满足 关系 式 : 

Cret) r Ct), r(t) =0, 

T'(t) хт) #0, 

EH, HAMM r = r(t ) 确 定 的 曲线 是 平面 曲线 。 

35, ME MERA a, ЪСЕВС 2⁄8 Sm Rr = 
r(t)S3k r (t) Ar" t ) 在 所 有 t ЄЈ a,b [ 均 不 为 
零 且 共 线 。 证 明 ， 矢 函数 rz = rf (+ ) 确 定 的 曲线 的 象 是 直线 
36。 如 果 矢 量 r :和 r :不 共 线 ， 证 明 ， 由 矢 函 数 
r=rottr; +t 2r,( ЄК, Hite opti, r Ж) 
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给 出 的 曲线 的 象 是 抛物 线 。 在 矢量 f Mr ERRER TH 
线 象 是 什么 ? 

37, MRAM, 和 r FRR, WEH, Ham 
r=ro+cost ri+sint rg, t€ CO, 2xJ, 5HB 
曲线 的 象 是 补 贺 。 在 矢量 r ;和 上 HABENT, HARE 
什么 ? 

38。 如 果 矢 量 r M r KER, HEB. AAR 
T=rotcht ri+sht ratER, 给 出 的 曲线 的 象 是 
双 曲 线 的 一 支 。 在 矢量 7? fir : 共 线 的 情况 下 ， 曲 线 象 是 什 
2? 

39. 证明, 在 中 心力 作用 下 质点 运动 的 轨迹 是 平面 曲线 。 

40. 证明， 两 个 光滑 的 参数 表示 的 曲线 + (t )= Ct, 
0, 0) 和 ri(t )= (ts, 0 ,0) 不 等 价 ， 尽管 这 两 个 曲 
线 中 每 一 个 的 象 都 是 直线 。 

41。 证 明 ， 下 列 平 面 图 形 都 是 线 ， 并 指出 它们 的 任 一 参 
BRA: 

DER, DA, DHE, OME, DRAR. 

42, 证明; 加 S$! 不 可 能 有 线 的 定义 意义 下 的 参数 RA 
(I,r) 使 r(1)=S1!1。 

43。 证 明 ， 所 有 正则 曲线 (I;，r》 局 部 地 都 是 简单 曲 
线 ， 即 对 于 任何 t € I 都 存在 区 间 JC1, t €], H 
《了 ,r | ) 是 简单 曲线 。 

44, 证明; 正则 曲线 的 象 局 部 是 线 。 

45。 证 明 所 有 正则 曲线 恰好 可 确定 两 个 有 向 曲线 。 

45. 证明: Ж г = 了 (uw ,Y》 在 某 个 区 域内 偏 
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导数 为 零 或 微分 为 零 ， 其 充 要 条 件 是 矢量 + (u,v ) 是 常 矢 。 

47. EH, KEKE r (ua ,Y 〉 在 参数 u 和 vY 变化 的 
某 个 区 闻 内 的 每 一 点 上 同 矢量 aur(uyvr) 和 evrguyy) 
都 正 交 的 充 要 条 件 是 | r (u,v) |= ЖЖ, | 

48. kr = г(и, у) Су, ЕВН: KEK 
量 r (u,v) 有 固定 方向 的 充 要 条 件 是 在 参数 上 v 变化 区 
域内 矢量 r (u,v ) 与 所 量 3sr (u,vY) 和 9,fr(u,v)》 Ж 
线 。 

49. 证明 KERER r ¥ eur 的 光滑 矢 函 数 
тл т си, ORE ERAT MN ERE EAR э wr 和 
3 uf 平行 于 这 个 平面 。 

50 一 53。 ror hEarT sR, ERAT wz 
Ts 均 不 共 面 ， 求 下 列 矢 函数 的 象 ; 

(50)r = ratu ri tul rat Vv rso 

(Sl)r =rgtcosur,+sinurs+v f so 

зуг етаж (а +21) тужба -1) та+тту, 

(53) г =г,+ ucosv гу + иѕіпуту+и?г,, 

54. 83: 平面 是 简单 曲面 。 写 出 它 的 任意 两 个 参数 表 : 
Яо 

55 一 63。 证 明 ， 下 列 图 形 是 在 及 * 内 的 曲面 ， 并 建立 它 
们 的 参数 表示 ， 

(55) 球 面 ， (56) MAH, (57) Fi IL Es; 

(58) 单 叶 双 曲 面 ， (59) RHR HH, 


(60) ЖА, (61) HME, 
(64) 双 曲 柱 面 ， (63) 不 包含 顶点 的 锥 面 
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64。 设 U 是 R :内 的 区 域 ，f ，U 及 是 Cx 级 的 函数 ， 
TE, ГАНЕ, Pee - 
S=í((x,y,z)C€Rš|(x,y) EU, Z=f(x,y)}, 
是 Ck 级 的 简单 曲面 ， 而 矢 函数 T (и,у) = {u,v,f(u,v) } 
是 它 的 参数 表示 。 

65， 证 明 ， 所 有 的 曲面 S 局 部 地 都 是 某 个 函数 的 图 形 ， 
即 对 于 任何 点 ME S 都 可 找到 这 个 点 在 R 内 的 邻 域 W， 使 
SAWEKE XER. 

66. tr: V>+R*, HAVER :内 的 区 域 ， 且 对 于 了 
的 所 有 点 有 ur avr。1) 集 合 r(Y) 是 曲面 吗 ? 2) 证 
明 ， 对 于 任何 点 (u，v)EVY， 存 在 R :内 的 区 域 U， 使 (aa 
v) €UCV, r(U) EC 级 的 曲面 。 

67. RMR (u,v) =.(u,v,0), Hu, 
Y)CR2NÍ1(u,v)]v = 0, и;>0 } 是 曲面 S 的 参数 表 
示 。1) 确 定 曲 面 S 的 形式 ，2) 求 一 个 区 域 ， 使 在 这 个 区 域 上 
KE o (r ,中 ) = (rcosp, rsinp, 0) 是 曲面 5 的 
参数 类 示 ，3) 建 立 上 述 参数 表示 间 的 变换 。 
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第 二 章 平面 曲线 
s1, MEW RY $ fr ik 


ент, I-—R2:,t— г (t) 是 线 或 曲线 的 参 
数 表示 ， 则 等 式 | 
r= r (t) (1) 
称 为 线 〈 曲 线 〉 的 矢量 方程 。 若 x (і), уі) ЕКВ К). 
关于 及 ’ 中 管 卡尔 直角 坐标 系 的 分 量 ， 则 方程 (1) 相当 于 
两 个 参数 方程 ， 


 x=x(t), y=Y(t), (2) 
线 〈 了 曲线 ) 的 显 式 表示 | 
у= f(x) (8) 


是 参数 表示 〈 2 ) 的 特殊 情况 。 
线 〈 曲 线 的 象 ) 也 能 借助 方程 
F(x, y)=0 (4) 
给 出 ， 它 称 为 隐 式 表示 。 

可 以 用 级 坐标 代替 笛 卡 尔 直角 坐标 。 

68。 写 出 由 所 有 到 两 个 已 知 点 F MF, (| FiF] = 
2b) 的 距离 之 积 是 常数 a :的 点 组 成 的 平面 图 形 的 方程 ( 卡 - 
ARR) ， 这 些 图 形 中 哪些 是 线 ， 哪 些 能 是 曲线 的 象 ? 

69。 已 知 具有 长 为 2a 的 直径 OA 的 圆 和 它 在 点 A 的 ¥} 
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线 ， 经 过 点 0 作 射 线 OC， 在 OC 上 截取 线段 OM, 使 OM 
等 于 射线 在 圆 和 切线 人 AB 之 闽 所 来 的 线段 BC， 当 射线 OC 
绕 0 点 旋转 时 点 M 运 动 的 轨迹 称 为 基 阿 克 列 斯 瘟 叶 线 ， 列 出 
这 个 轨迹 方程 。 基 阿 克 列 斯 蔓 叶 线 是 线 吗 ? 

70。 任 一 射线 分 别 交加 


2 2 
2 - a = 
x +(y 2 


a 
4 
和 圆 的 切线 于 D 和 卫 ， 此 切线 过 口 的 对 径 点 C， 过 D 和 了 王 分 
ЗЕРО x MO y 的 直线 交 于 点 M， 求 点 M 形 成 的 曲线 
ъв REAREA) 。 

71。 点 M 沿 着 直线 O 人 匀速 运动 ， 直 线 O N 绕 点 D 作 匀 
Жн, њами тиж). 

72. EROL 绕 〇 点 以 固定 的 角速度 旋转 ， 点 M 沿 直 
钱 OL 以 与 距离 | OM | 成 比例 的 速度 运动 ， 列 出 点 MM 描述 
的 曲线 方程 〈 对 数 螺 线 ) 。 

73。 定 长 2a 的 线段 A BB 其 终点 沿 直 角 坐 标 系 xO 〇 y 的 
坐标 轴 滑 动 ， 从 坐标 原点 作 直 线 A B 的 重 线 OM， 列 出 点 M 
形成 的 图 形 的 方程 《四 叶 玫 瑰 线 ) ， 这 个 图 形 是 线 吗 ? 它 能 
.是 曲线 的 象 吗 ? 

74。 一 射线 绕 着 半径 为 a НИ Еко, ШНА 
与 圆 的 交点 A 向 两 侧 截 取 长 为 2 b 的 线段 AM:，AM:， 列 
出 点 M, 和 Ms 描述 的 图 形 的 方程 〈 巴 斯 卡 姑 牛 线 ， 其 中 在 a 
= b 时 为 心脏 线 ) 。 任 一 巴 斯 卡 内 线 是 线 码 ? 

75。 直 线 x = a 交 Ox 轴 于 点 入， 而 任 一 射线 DB 交 直 
线 于 B ,在 射线 上 从 B 点 向 两 侧 截 取 线 段 B 人 HM, 和 BM,, 使 其 
STARA B , 写 出 所 有 点 Mi 和 于 :形成 的 图 形 中 的 方程 ( 环 
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RR) ,图 形 中 和 中 A 是 线 吗 ?这 些 图 形 能 是 则 线 的 象 吗 ? 
76。 过 由 极 坐标 给 出 的 点 也 (а, Z) 作 平行 极 灿 的 直 


线 ， 任 一 射线 OK 交 这 直线 于 点 K， 在 射线 上 从 点 KK 向 两 侧 
截取 长 为 1 的 等 长 线段 KM ,和 KM,， 写 出 所 有 点 M RIM, 
组 成 的 图 形 方程 〈 尼 各 明达 具 线 ) ， 尼 哥 明达 卓 线 是 线 吗 ? 
它 能 是 曲线 的 象 吗 ? 

77。 长 为 a 的 线段 AB 其 端点 沿 直 角 坐 标 系 的 坐标 轴 滑 
动 ， 分 别 平行 坐标 轴 的 直线 AC 和 BC 交 于 点 C， 从 C 作 直 
线 AB 的 垂 线 C M， 写 出 M 点 组 成 的 图 形 方程 ( 星 形 线 》， 
星 形 线 是 线 吗 ? 

78。 写 出 贺 的 浙 伸 线 的 参数 方程 ， 即 从 固定 的 贺 形 平面 
线圈 上 松 卷 时 拉 紧 的 线 的 端点 轨迹 。 

79。 半 径 为 a 的 圆 沿 直线 作 无 滑动 的 滚动 ， 列 出 与 圆 联 
成 刚体 并 离 圆 心 距离 为 4 的 点 M 的 轨迹 方程 (在 d = a 时 为 
BR, d<a 时 为 缩短 摆 线 ，d >a 时 为 伸 长 摆 线 ) 。 

80。 半 径 为 rz 的 圆 沿 半 径 为 R 的 圆 的 外 侧 作 无 滑动 的 滚 
动 ， 列 出 滚动 圆 的 点 M 的 轨迹 方程 (外 摆 线 )》， 在 r = 及 时 
情况 如 何 ? 

81。 半径 为 + 的 圆 沿 半径 为 RR 的 圆 的 内 合作 光滑 动 的 深 
动 ， 写 出 滚动 贺 的 点 M 的 轨迹 方程 《内 捆 线 ) 。 在 R = 4 r, 
R = 2 r 时， 情况 如 何 ? | 

82。 已 知 曲 线 x= 18-21, у= 12-2, 

AM (~1, -1) . N (4, 2), P (1, 2) 在 
它 的 象 上 吗 ? RAR SA RAE, Эа 
式 方程 。- | 
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83。 求 圆 x:+ y?: 一 2 a x = 0 的 参数 表示 ,采用 参数 ; 

1) 过 坐标 原点 和 圆 上 点 的 直线 的 斜率 ; 

2)Ox 轴 与 过 圆 上 的 点 和 圆心 的 直线 的 夹 角 。 

84 一 91， 作 出 下 列 曲线 的 象 

(84) x=t?-t+1, y=t +t +1, 

(85) x=t*-2t +8, y=t:-2t+1, 

(86) x =аѕіп? +, 了 =bcos:t。 | | 
at 

(88) х=81+87!, y=3t-3-t, 


<87) 


= a һи, - =. 一 一- 
(89) x = aati? Y ° 
1, о 


(90) x =alnt, yao (t ++ 


9) x =a +R} ti y=b +8121: 


ту 
92, RAM з ATTA 
zarb, у= a-b., 


当 参 数 由 co + cel, 点 沿 着 双 曲 线 怎样 运动 ? 需 
.要 作 怎样 的 参数 变换 可 使 双 曲 线 的 右边 分 支 的 参数 表示 为 
х =aCho, y=bShy? 
93。 证 明 ， 方 程 
х= асоѕ0, у= Ьѕіп 0 


| pict? pop at 
和 x=aliftz Y= biti. 


是 同一 曲线 的 参数 表示 ， 作 出 这 个 曲线 的 图 形 ， 当 参数 t 由 
28 


– ос KE] + cc 时 ， 点 沿 曲线 怎样 运动 ? 
94 一 104, 指 出 在 极 坐 标 下 下 列 方 程 给 出 的 是 餐 样 的 曲线 ， 
(94) г= 4, E 
(95) г= 9 асоѕф, 


(96) r= -2 


cos p ° 
(97) r - р. 
510 Ф 
_ 16 | 
(98) r = 5- Зсоѕф ° 
Он 16 
(99) r = 8 - 5со$ф 
-2 .| 
(100) T= T Cos Q ° 


(101) r*cos2 p= a 2, 
(102) 了 = bsing, 


(103) г =sec? G) o 
(104) r =cosec? с) ° 


105。 具 有 参数 表示 fr (t)=(x(t), y(t) HHA, 
其 中 x (t ) 和 y(t ) 是 参数 t 的 有 理 函 数 ， 称 为 有 理 曲线 。 
证 明 如 果 它 的 象 能 由 形式 为 

Фа(х, y) +Pn-i(x, y)= 0 
的 方程 给 出 ， 则 曲线 是 有 理 曲线 ， 其 中 中 P(x， 了 ) 是 :p 次 
的 齐 次 多 项 式 。 
106 一 110。 证 明 ， 用 下 面 的 方程 给 出 的 图 形 是 有 理 曲 线 
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的 象 ， 并 求 相 应 的 参数 表示 C 
(106) xzs+y -23ax=0。 
(107) x+y —- Ba x y = 0, Е 
(108) (х?+ у?) х - ау? = 0, 
(109) г=а(1 +соѕф) o 
(110) (х?+ у) х+а?(х?- у?)= 0 o 


52, Wk. 切线 和 法 级 | 


H $ 工 的 方程 (1 — (4) 给 出 的 曲线 的 切线 方程 分 
别 具 有 相应 的 形式 


pertar’, 


Y- y = Í ” (x )XX = x), 
(Х-х)Ёх+(Ү-у)Ку=0, _ 
ах, Yem Laman, Раве, x, 
у 是 切 点 坐标 。 法 线 方程 分 别 相应 为 : 
(p-r)r’=0, 
(X= xa’ t+(Y-y)y’= 
X-x+(Y-y)f'(x)= 0, 


如 果 对 具有 公共 点 Ms 的 两 条 曲线 存在 这 样 的 自然 参数 
表示 ri = TCS yea = PaCS) ETICS oS r (so) 
= М», H ` i | 
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lim [ri(sotAs)- 1a(sotAs) =0, 


As 一 0 (A 5 )К 
k 是 潢 足 这 个 条 件 的 最 大 数 ， 则 称 这 两 曲线 在 该 点 具有 上 阶 


切 触 。 两 曲线 在 公共 点 M" 具 有 上 阶 切 甬 的 充 要 条 件 是 ， 存 
在 它们 的 自然 参数 表示 ， = Tal s )y Te = Tal s), @& 
ris = rals) = Ме, As = s ohh 


dr dr: dkr, dir, 
d s ds ? dss ds: 
dx! ri dk* T 2 

Get аута 


如果 对 于 具有 公共 点 ML 的 两 曲线 存在 这 样 的 参数 表示 
Ti= rlt), ra= r(t), 使 f(to)= табо) = 
M., BEF t = t o 处 


d 14 r. dir, _dkr, 
dt dt’ ° dtk d tk 
dk r d kr} гә 
онан 
Wx BIH RTE AM Ak ИА, 
假设 一 条 曲线 给 出 参数 表示 x = x (t>, yey (tpl 
第 二 条 曲线 给 出 隐 方 程式 ， 
F(x, y)= 0, 如 果 在 属于 两 曲线 的 某 个 点 上 满足 关系 式 
ROxCt), y(t)) =0, GF = 9 
dkF ак! 
dik 05 атт 0, 


则 这 两 曲线 在 该 点 有 k 阶 切 触 。 
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111 一 127。 建 立 下 列 曲 线 的 切线 和 法 线 方 程 ， 
(111) y=x?+4x+ 8 在 分 别 具 有 横 坐 标 - 1，9、 


1 的 点 A、 B. C AE. 


(112) y = x :在 分 别 具 有 横 坐 标 和 和 1 的 点 A ВА 
(113) y = sin x EDA AEE е, 5, x 的 点 处 。 


(114) y = tgx 在 分 别 具 有 横 坐 标 @ 、 车 的 点 处 。 


(115) x=t*-2t,yst?+14ARACt = 1 ) 处 。 
(116) x 
(117) x =a(t -sint), y=acCl-cost), 
(118) x 


=acos't, y =asinšt, 


=acost, y=bsint, 

_ а 1 -b 1مم‎ 
(119) x= (1+1), у= Ct <TD» 
3a 


(120) xs+y3s-8axy= 和 在 点 A ,غر‎ 3а) 


(121) (x+y Dx =a y= 0 ÆRA ($ pbe 


(122) (x1+ y2)2- Za (x y2 )= C, 


х? 2 
(123) — +p, 
2 2 
(124) = 1, 
(125) y*=2px, 
(126) r =a p, 


(127) г = 2 acoso # Q = Tia АА. 
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128. Жу = x: 在 什么 点 上 其 切线 与 但 工 轴 夹 角 为 
45°? | 

129, Жу = x R Л ЛЕ Ж АҢЫ O x HHH 
角 为 和? 

130。 证 明 曲 线 y = x “+ 2 x° + x -1 在 任意 点 的 切 
ANO х tii E: < LTA, ae 

131。 求 抛物 线 y = x :的 与 直线 y = 4 x -5 平行 的 切 
线 。 I ا‎ 
132。 抛 物 线 y = х?- 6x+5 在 什么 点 的 切线 垂直 于 
BRx-A2y+8= 067 

133, EMMRAB y = x :+ bx + 中 选择 常数 b 和 
ec， 使 抛物 线 与 直线 y= 8 x ~ 5 相 切 子 横 掌 标 工 = = 3 < 的 
点 。 | 

134。 在 具有 同一 模 坐 标 〈 不 为 零 ) 的 什么 点 上 曲线 了 = 
x:， 了 =xas 的 切线 平行 ? 

135, 189. HR y = x "(n 为 正 整 数 ) 只 有 一 条 法 线 过 
坐标 特点 。 

136，、 求 曲线 X=t2?-1，y=ts+ 1 的 平行 于 直线 
2x-y 了 +8=0 的 切线 。 

137。 求 曲线 x = 4°, у= t ?的 经 过 点 M(- 7,- 1) 
的 切线 。 


138. EM, HA y = a sin CE): „ у= atg 5 , 
y= a ln ©) 50 x WR MSH a KR, 
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139. RE x T+ yË. a 志 的 离 坐 标 原点 最 远 的 
切线 。 

140。 座 明 ， 对 于 等 边 双 曲线 xz- y= a ?的 任何 点 
M， 法 线 从 点 M 到 与 O x 轴 的 交点 的 线段 等 于 线段 OM。 

141。 证 明 ， 圆 的 渐 伸 线 x=a(cost +tsint)， 
y=a(sint - tcost) 的 所 有 法 线 离 坐标 头 点 一 样 远 。 

142。 证 明 : 如 果 平 而 曲线 的 所 有 法 线 过 一 定点 , 则 项 线 
是 圆 或 圆 的 一 部 分 。 

143 一 146。 求 下 列 曲线 的 交点 和 交角 ， 

(143) y*=4x, x°=4 y. 

(144) x2+ y2= 9, x*+y?-6x=9, 

(145) x?2+y*°+ 2 x=T, y2= 4х, 

(146) y=sinx, y=cosx, 

147 一 149。 证 明 下 列 曲 线 相交 成 直角 ， 

(147) у= x-—x2?, у=х?ї- х, 

(148) 72= Зах+а?, y*=-2bx+b2, 

(149) x*-y*=a, ху= D, | 

150, 证明， 曲线 r = r (g ) 的 切线 与 在 切 点 的 径 矢 的 
夹 角 的 正切 由 下 面 公 式 给 出 ， 


_ r 
tgu = dr/dq° 
151, WH: 心脏 线 在 任意 点 的 切线 和 径 矢 之 间 的 夹 角 


等 于 极 角 的 一 半 。 
152. H: DIER r= 2 a (1 есоѕф ) 和 在 过 极点 的 弦 
的 两 端点 所 作 的 切线 互相 垂直 。 


153, Е, РОЖЕВА г = a 的 切线 和 由 极点 所 
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引 的 切 点 的 径 矢 之 间 的 夹 角 在 9 一 cc 时 趋向 于 90。。 
154。 证 明 ; 对 数 螺 线 r = ca ?，a > 0 ,在 任意 点 的 
切线 与 切 点 径 矢 的 夹 角 几 是 常数 。 
155。 证 明 ， 仅 有 对 数 螺 线 和 圆 具有 上 题 所 指出 的 性 质 。 
156. TER]: 贝 努 利 双 纽 线 r := 2 azcos2a 四 在 任意 点 


的 切线 与 切 点 径 矢 的 夹 角 上 等 于 2 中 + 2 ， 其 中 中 是 切 点 的 


极 角 。 在 这 个 性 质 的 基础 上 指出 双 纽 线 在 任意 点 的 切线 和 法 
线 的 作法 。 

157。 设 在 极 坐 标 系 中 给 出 曲线 r= r(q) 和 fr;= 
ri(p), TEAR, 如果 r rit г’ гу’ = 0， 则 它们 相交 成 
直角 。 

158 一 159。 证 明 下 列 曲线 交 成 直角 ; 

(158) r=ae’, r=b e ¥, 

(159) r=a(l+cosp) , r=a(l-cosp) o 

160. RHR y = y(Cx) 在 M 点 的 切线 交 Ox 轴 于 点 T， 
而 法 线 交 O x 轴 于 点 N， 并 设 P 是 M 点 在 Ox 轴 上 的 投影 。 
证 明 ， 切线 MT， 法 线 MN， 次 切 距 了 PT 和 次 法 距 P N 的 长 
度 可 用 下 列 公式 表示 ， 


[MT|=| 过 |Vary 
lan |=] зу 
PPT] = |r| 
БИ 
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161 一 162。 求 下 列 曲 线 的 切线 、 次 切 距 、 法 线 和 次 法 距 ` 
的 长 度 ， 


GOD y = tex EHD SMR 


(162) у= + (ене ЕЖА, 


163。 求 曲线 ， 使 该 曲线 的 次 法 距 为 定 长 且 等 于 k 。 

164。 求 一 曲线 ， 使 该 曲线 的 次 切 距 为 定 长 且 等 于 k o Š 

165. 证明 ， 圆心 在 O x 轴 上 的 圆 是 法 线 长 度 为 定 长 的 
唯一 曲线 。 

166， 求 切线 长 度 为 定 长 a 的 曲线 。 

167。 证 明 ， 点 物 线 〈 见 166 题 的 答案 ， 与 横 灿 同 所 图 的 
面积 是 有 限 的 。 

168。 设 曲线 fr =T( 申 ) 在 M 点 的 切线 与 过 要 点 并 垂直 
于 切 点 径 矢 的 直线 交 王 点 了 T， 而 法 线 交 这 直线 于 点 N。 证 明 ， 
极 切线 MT， 极 法 线 MN、 RADE O T RIK TEZE O М 
SANA CPA 


мт |= rir", 


эру 
| or | - oP ом | - Е ' |. 
169。 求 曲线 ， 使 其 极 次 切 距 为 定 长 kk 。 


170。 求 曲线 ， 使 其 极 次 法 距 为 定 长 。 
171。 求 曲线 ， 使 其 极 法 线 为 定 长 k 。 


172. 证明; Е Æ Rr $, у = a 寺 的 切线 在 两 坐标 
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轴 之 间 所 夹 的 线段 长 度 为 a 。 

173. WEAR, 贝 努 利 双 纽 线 +r ?= 2 а *cos2q 在 过 极 Æ 
标 系 极点 的 弦 的 两 个 端点 处 的 切线 平行 。 

174。 证 明 ， 星 形 线 每 条 切线 交 旺 形 线 于 两 个 点 ,在 该 两 
点 的 切线 相交 在 星 形 线 的 外 接 圆周 上 。 

175。 证 明 ， 两 曲线 在 公共 点 的 切 触 阶 不 低 于 工 的 充 要 
条 件 是 两 曲线 在 公共 点 上 有 公共 切线 。 

176, WEAR; HR y = ek*sinmx 与 曲线 y= ек" 
у= екн). 

177 一 178， 求 下 列 曲线 在 坐标 原点 的 切 触 阶 ， 

(177) y=sinx, у={дх 

(178) y = x°, y=xsinx, 

179. HEH: BH2% 

y =sinx, y= xx + x 
在 坐标 原点 具有 三 阶 切 触 。 

180。 说 明 ， 曲 线 x ?+ y2- 6x - 6 у+10= 0,/ x 
+y y-2=0(x>0, y>0) 在 点 A(1，1) 具有 怎 
FERED a. 

181, ЖУЙ x’ + 了 2= 238 A M(1, 1) 的 形式 
为 y= x :+ a x + Ь 的 抛物 线 方程 。 

182。 求 与 抛物 线 y = x ?在 坐标 原点 有 二 阶 切 触 的 圆 方 
程 。 

183。 求 与 曲线 y =lax 在 点 M(1，0) 具有 最 高 阶 切 
触 的 抛物 线 方程 。 

184。 求 与 曲线 y = f(x ) 在 点 A(0。f (0))# n Й 
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触 的 曲线 y= aypta,xta,x?tort+anx™, © 

185。 求 下 列 方程 ，1) FAB, 2) 双 曲 线 ，3) 抛物 线 ， 
它们 的 顶点 与 旋 轮 线 x = R(t—sint ), y=R(1-—cost ) 
的 顶点 A (rR, 2R) 重合 ， 并 与 旋 轮 线 有 最 高 阶 切 触 。 


53, HLA. FRE. 


线 ( 曲 线 ) 的 讨论 和 作 图 
MRS (曲线) 
x=x(t), y= y(t) (1) 


Ett 时 有 渐 近 线 ， 它 的 方程 为 了 = 上 X+b， 则 


= lim- Pip? b= lim (y(t) =k x(t), 


tto тї 
MRA HR) CEt — t ,时 有 竖 的 浙 近 线 ， 则 渐 近 线 
的 方程 为 х=а, 其 中 


а= lim x(t), lim у({)=сс,. 
т> t—t, 


设 曲 线 由 参数 表示 了 = 了 (+ ) 给 出 ,M = Z ( t ,) 是 曲线 
上 使 (tv)= OR, NEAMDEN A. 
ATO G 。) 是 第 一 个 不 为 零 的 导数 ,而 了 ( Е ,) 是 


BASKET Ct ,) 不 共 线 的 导数 ,那么 可 能 有 下 列 几 
种 情况 ; | 

1) p 是 奇数 ，9q 是 偶数 

2) pb 是 奇数 ，9 是 奇数 ， 
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8) p 是 偶数 ，q 是 奇数 ， 

A) PERN, 是 偶数 。 . ` 

在 第 一 种 情况 下 ， 在 M 点 的 邻 起 内 曲线 的 象 具 有 在 正则 
点 的 邻 域内 那样 的 形式 。 在 第 二 种 情况 下 点 M 是 拐点 。 在 第 
三 种 情况 ， 称 点 MM 为 第 一 种 尖 点 ， 在 它 的 邻 域 里 曲线 如 图 1 
тах. ЯШИ, ИМУН, ОНИЕ 
曲线 具有 如 图 2 的 形式 。 | | и 


设 由 方程 | 
F(x, y)= 0, ` (2) 

其 中 F 是 连续 函数 ， 给 出 的 平面 图 形 L 具有 性 质 ，. 

1) HEL 上 存在 点 Mi…，Mx， 使 图 形 L, = 
工人 (Mi M: } 是 线 。 

2) 图 形 LIU (Mi) (i =1,2,…,k》 的 任何 一 个 都 
不 是 线 。 | 

那么 称 图 形 世 为 具有 奇异 点 Mi Mares M: 的 线 。 只 有 
F(x, y)=0,Fy(x,y)= 0 的 点 才 可 能 是 奇异 点 。 


39. 


如 果 在 线 的 麻 异 点 上 函数 F(x，y ) 的 二 阶 偏 导数 中 至 少 有 
一 个 不 等 于 零 ， 则 称 线 ( 2 ) 的 该 奇异 点 为 二 重 奇异 点 。 

如 果 属 于 线 (2) 的 简单 线 过 二 重 奇 异 点 M,， 且 在 该 点 
Fyy# 0, 那么 此 简单 线 的 切线 的 斜率 上 可 以 从 方程 下 xx+ 
2Fyyk + Fyyk?= 0 RH. . 

如 果 在 二 重 奇 异 点 上 条 件 Fxy:- Е; Fyy2> 0 ky, M 
在 该 点 邻 域内 能 分 出 通过 它 的 两 条 简单 曲线 ， 这 个 点 称 为 自 - 
交点 。 如 果 在 点 M 有 Fxy:- Еу Руу< 0, MECKA 
邻 域内 除 该 点 本 身 外 ， 不 存在 满足 方程 ( 2 ) 的 其 EA 这 个 
点 称 为 孤立 点 。 如 果 在 点 
M#@F yy? — F xx Fyy= 0 
那么 此 点 可 能 是 第 一 种 尖 
点 或 第 二 种 尖 点 或 自 切 
点 。 最 后 一 种 情况 在 点 的 
某 个 邻 域 内 线 具 有 如 图 8 
所 示 的 形式 。 

曲线 的 讨论 就 是 要 弄 

清楚 线 所 有 最 重要 的 性 图 8 ' 
质 ， 这 些 性 质 使 有 可 能 足够 精确 地 来 作出 线 。 奇 A 点 ， 19 
点 , 浙 近 线 , 自 交点 、 切 线 平 行 坐标 轴 的 点 以 及 曲线 与 坐标 轴 
的 交点 是 否 在 在 均 属于 最 重要 的 性 质 。 

186 一 191。 求 下 列 由 显 方程 给 出 的 线 的 浙 近 线 ， 


Cy 


(187) у = > 


| 8 
(186) Y” учо 16 ° 
(188) ,در‎ (189) y=* -4x+7 
y a 2 十 x 2° “2 у x ° 
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_[x°+ 1 
(190) = ° (191) y=” 。 
Eee 
2 t I t? 
(t-1)(t - 2)” Y DA -3)° 
2t-1 t 2 
(193) X= ts су, J<, 


(192) x = 


=. tš < t 
(194) x = Z= Y". ro. 
195 一 197。 求 下 列 由 隐 方 程 给 出 的 线 的 渐 近 线 ， 


(195) x y*- y2— 4 x = 0, 
(196) x у= х+2х-2, 


(197) (x*- y*)(x-y) = 1, 
198—199. аван RE NEA. 


= tg + 1 ( 尼 哥 明达 是 线 ) 。 
asin 
(199) r = T ERASER). 
200 一 204。 求 由 下 列 方程 给 出 的 线 的 奇异 点 ， 
(200) y?=x%+x2, (201) x= y+ x, 
(202) yt=x%-x%, (203) xy =x 2+ yz, 
(204) 4 y*?=x°+5 x, 
205—209. 求 下 列 线 的 奇异 点 ， .并 写 出 这 些 线 在 奇异 点 
的 切线 方程， ТА 
(205) 〈《 2 十 у?) х 一 2: а у? = 0 CERIN 8 nF 
线 ) 。 Эи 
` (206) (х?%?+ у%(у-а)%?— 1%у?%=0 Ја 
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(198) г= 


WER) 。 


(207) (Qaex)y*=x(x-a)? (RRR) o 
(208) (х?+ y2)2= 2а 2(x2— у?) (ЦЯ), 
(209) (x*#+ y2— ах) = 4a (x? + y °) (心脏 


о 


21(0 一 212。 下 列 线 在 所 给 点 的 切线 和 法 线 存在 吗 ? 
(210) y= x зїп (-.) 在 点 x = 0, 


су | 
(211) у= х (1+ех) Ах = 0, 


(212) у= (1+ е Ty ! 在 点 x = 1, 
213。 证 明 ， 由 方程 F(x,y)= 0 给 出 的 线 其 拐点 的 从 


标 满足 方程 


F xx F y2 — 2FseyFsxFyt+ FyyFx?= 0, 
214， 由 极 坐标 方程 = r (q ) 给 出 曲线 ， 求 确定 曲线 


拐点 的 方程 。 
215 一 222。 讨 论 并 绘 出 由 下 列 显 式 方程 给 出 的 线 
(215) y = = 1° (216) y = 5. 
2D yma Taye 29 ysl] žije 


- 1 
(219) 了 = ,ادل‎ (220) у =18Х, 


(221) у= вх? 。 (222) у = e Xo 
223 一 238。 讨 论 并 作出 由 下 列 参 数 方程 给 出 的 曲线 的 象 ， 
(223) х= Sêt Sat” 《 笛 卡 尔 叶 形 线 )。 


+t? Y 1+ts 
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t (1-1) 


(220 4 = yet eR, 
(225) х үгү у = 
(226) x و‎ y siU, 
(227) x = tš, y= 3 t(8- tb , 
(228) x= үү, у= ре 
(229) rst) y= үз ° 
(230) х= 46°, y=8t(t?+1), 
(231) х= 14, у= #2- +5, 

в 
(232) x = CT y= ts, | 
(233) х= ysi, 
(234) х= t2, у= t*+ t5 : 
(235) x = y= 
(236) x = y= 
(237) х=}, = Ah, , 
(238) x = 2sint, у = Boost 


239 一 274， 讨 论 并 绘 出 由 下 列 方程 给 出 的 线 RABE 
点 ) | 7 


43 


(239) 
(240) 
(241) 


(242) 
(243) 
(244) x 
(245) 
(246) 
(247) 
(248) 


x*-y?t1=0, 
xy*’-yt- Ar = 0, 
x(x? у-у! о, 
1 Б А 
yx 2F e 


о 4. i 


хну = а, 

‘~4x*y*-6x*-Ay?=0. 
(x?-y?)?=2x, | 
(x?-y*)(x-y)ed, 
(х-у)ху+х+у= 0, 
х?у?+у= 1, ` 


(249) х%+хуё- х?- у?е 0。: 


(250) 
(251) 
(252) 
(253). 


(254) 


(255) 
(256) 
(257) 
(258) 
(259) 
(260) 
(261) 
` (262) 
(263) 
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x?+ytaxty®, . 
x“-y*+x +2 y2 =0. 
x3-xy? +x? +j* =0. 

(x= y= a(x? + угу o 

x y'=- (+ LD, 

x(x*-— s yD - A(x2 + y") = 0 
x‘ttyt=x*+y? 

х?%+ху? ext-yteo, 
x‘4‘+yt+x*-—y?=0, 
xyt=(x - 1), 
xt+yt-2xy=0, 
x2=y”"+x* ` 

(x+1) x+2)yt= x, 
y*=x*-2x*+x, 


ч 


(264) (х*+у?)%= x y, 

(265) тоу Tr be 

(266) x*-27(x-y)?=0,. 

(267) x s- xyt+ray”= 0, 

(268) x5— x! + 4 х? 7 了 -47 =0。 

(269) х*^-х?у+у%=0,„ ie U 

(270) x+ 和 2 了 2 一 18X2 了 +972 Dai 
(271) x*+y*=8xy*, - BoE з, 
(272) x®°-x‘t+y7=0, | 
(273) x‘-yt+xy 0. ا‎ 

(274) (x+ y?) saax ty? UU U U 5 li 
275—281. PHOS i TANE han pss amars 
给 出 的 曲线 的 象 : і 


275) r = (9 2) ° 


(276) r 2 = atq (a#0) (法 儿 马 螺 线 ) 。 
(277) r te= a, at 0 (连锁 螺 线 ) 。 
(278) r =a lp“, 2+0 СЕЎ) 


(279) eal, а20, 1>0, e@>0, 


(280) r=asin(®) ，a>0。 


(281) r =asin8 фу, а> 0 (ИБ) ¿ 
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8 4。 曲线 族 ”。 包 络 


设 已 知 单 参数 曲线 族 的 方程 为 > 
Е(х,уС,) = 0, : < (1). 

其 中 c 是 参数 ， 满 足 方程 组 

F(x,y,C)=0, Е,(х,у,С)= 0 . (2) 
的 所 有 点 的 集合 称 为 曲线 族 ( 1》 的 判别 曲线 。 | 

如 果 在 判别 曲线 的 点 土 Fx 和 了 7 不 同时 为 零 ， 则 判别 曲 
线 与 曲线 族 的 包 络 〈 即 这 样 的 曲线 ， 它 在 自己 的 每 个 点 上 与 
族 中 的 某 条 曲线 相 切 ) 重合 。 否 则 判别 曲线 机 能 不 是 包 络 。 . 
这 种 情况 需要 进一步 的 讨论 。 | | 
由 矢量 方程 r = г (t, C ) 给 出 的 曲线 族 的 判别 曲线 由 方 
组 各 | . | | 


r=r(t,C), TEX re= 0 
ME, Б | 

282 一 284。 讨 论 曲 线 族 并 作出 图 形 ， 

(282) C2x2+y2= Сх, 

(283) хї+ З су= ху, 

(281) х =cosuchv, у =5іпиѕћи, 741). v = 常数 ， 
2) u = 常数 。 


e 本 节 中 的 “曲线 ” 均 是 指 概论 中 的 “ 线 ”。 
一 一 译 者 注 
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285, 2. WR & fo? ° ah, әр, э” 


ax ay 
0, WHR ФОХ, у) = а 的 每 一 条 曲线 与 曲线 族 电 (: 
了 )= $b 的 任何 一 条 曲线 在 它们 的 公共 点 处 正 交 。 

286。 证明 与 曲线 族 9 (sy) = 。 正 交 的 曲线 族 由 下 面 的 
微分 方程 所 确定 ， 


dx бу 
эф әф 
əx әу ° 


287。 求 与 直线 束 正 交 的 曲线 族 。 | 

288， 求 与 O x E АА ОВЕ ЗА, 

289。 求 与 抛物 线 族 y:= 2 a x 正 交 的 曲线 族 。 

290。 求 与 过 两 定点 的 圆 族 正 交 的 曲线 族 。 

291 一 299。 求 下 列 曲 线 族 (具有 奇异 点 ) 的 包 络 ; ` 

(291) (x -C)* + y* =a’ 

(292) (x -C)?+(y -C)?=C?, 

(293) xcosC + ysine —p = 0, 

(294) y =(x-C)%, 

(295) у-(х- С)? = 0 

(296) yš— (x — С)? = 0 

(297) 3(y = С) ~ (x - С) = 0, 

(298) (1-С9х+2Су-а= 05 О 

(299) C?(x-~a)-Cy-a=0, 

300. ASSAM ARMA, S 的 直线 族 
的 包 络 。 | 

301, Hx? ус RRMA x + By +C = 0 的 


AT 


包 络 ， 系数 A、B 、C 应 当 满足 什么 关系 ? 

”302。 定 长 为 a 的 线段 的 端点 灌 直 角 坐 标 系 的 轴 滑动 , 求 
线段 所 在 的 直线 族 的 包 络 方 程 。 

303。 求 直线 汉 的 包 络 ， 该 直线 族 是 在 平面 上 移动 的 A 
` 角 的 一 边 ， 而 直角 的 另 一 边 过 定点 FF， 直角 顶 描绘 为 ，1) 
HR, 2) Bu. 

304。 直 线 以 固定 的 角速度 绕 着 一 点 旋转 ， 而 点 均 匀 地 
沿 着 另 一 直线 移动 ， 求 这 直线 族 的 包 络 。 

305。 求 半径 为 r 的 圆 族 的 包 络 ,这 圆 族 的 圆心 描绘 成 半 
BHR AB 

”806。 求 圆 族 的 包 络 ， 图 的 直径 为 一 已 知 抛物 线 的 焦 半 
径 。 

307。 求 圆 族 的 包 络 ， 贺 的 直径 为 抛物 线 了 “= 2 p x É 
EAR 


= 1 ， 以 平行 对 称 轴 之 一 的 


+ 了 
и»ин, Reem, 
309。 以 双 曲线 2) - У = 1 的 平行 坐标 四 之 一 的 弦 


为 直径 作 例 ， 求 每 个 贺 族 的 包 络 。 | 

310。 求 圆 族 的 包 络 ， 圆 以 抛物 线 y* = 2 p x 的 垂直 于 
其 轴 的 纺 为 直径 。 

311, BARSKA p, 对 称 轴 平 行 D x 轴 ， 顶 点 描绘 
RMR у = 2:q x HMR, ORB, " 

312, Жав Рх, уа, В) = оба, 
这 里 a 和 了 满足 关系 式 p (a;B)=0 
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зз, RB A 1888, KEP = 
T зм. RER [+ = 1 WOR, Sha MB WER 
Жа + B”- a”= 0, а 为 常数 ， 指 出 m= 2,1,- 2 
的 情况 。 | | О | 
mes 315。 在 一 个 坚 直 平面 士 从 一 已 知 点 以 与 水 平 线 成 各 Ж 
角度 ， 以 同一 个 初速 MA, REM EMA 
线 ) 的 包 络 。- 7 а 
316, Mx? + y= 。: 的 半径 投影 到 两 从 标 轴 上 ， 3 
BRE MEREN, RAB TA. | 


85, К, we 


给 出 方程 为 | 
x=x(t), y=y(t), ` 
=y(x), 
r = r (Q) 
的 曲线 ， 其 弧 长 分 别 按 下 列 公 式 计算 ; 


:=| [xti yrd ty 
{1 
x — —— 
s= | уга х, 
x1 
= [rre do, 
Ф1 


49. 


卡 线 的 曲率 分 别 按 下 列 公式 计算 ， 
I x’ 了 2 一 х”у”] 
K 3 (үлү yT 
ГА 
к= утул 


ака реа rr 
“U (rtr gy 
咎 线 在 已 知 点 的 密切 加 和 曲线 至 少 有 二 阶 切 触 。 密 切 加 
的 国 心 也 称 为 曲线 在 该 点 的 曲率 中 心 。 被 称 为 曲线 在 已 知 点 
的 有 率 半径 的 密切 加 半径 可 根据 公式 R = Тоа, шинди 


限定 的 回 递 常 称 为 曲线 的 曲率 回 。 
317 一 322。 计算 下 列 曲 线 在 两 个 任意 点 M, MM, ZNB 
MK: 


3. 
(317) y=x 2) ` (318) y =Inx, 
=a ch =1л ° + 1 
(319) у =ach (320) 了 = ln e x= ° 


(321) x = а (cost + tsint), ` 

y =a(sint ~ t cost ), 
(322) х= а Сан С) + cos t), 了 =asint。 
323—328, 计算 下 列 曲线 在 两 指定 点 之 间 的 弧 长 ， 
(323) 了 =Incosx, x,=0, rise | 
(324) у= j хукук, 与 Ox 轴 的 交点 ， 


(325) 7 =+ t- ting, x =1, x;=4, 
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4 


| (326) у = [аѕесх, x1= ¬ дэ x= Т, 


(327) x = t-Jsh2t, y= 2cht, t{,=0, 


t,=2. | 
(328) x=8at’, y=8a(2t*-t*),t,=O0, 
ta = м8, | | 


329, RMB r = a sec? (P) ЖО у ШИК, 


330。 求 旋 轮 线 一 拱 弧 的 弧 长 。 
331。 求 外 摆 线 〈 内 摆 线 ) 《 见 80、81 题 ) 一 拱 弧 的 弧 


332 一 335。 求 整 条 曲线 的 长 度 ， 
(332) 和 =acosst，y=asinst。 
(333) г=а(1 +cos 中 ) ° 


(334) г = a cost с? o 
(335) r = asin? > ° 


336。 求 阿 基 米 德 螺 线 r = a 中 第 一 圈 的 弧 线 。 

337。 证 明 对 数 螺 线 rf = ca9 从 任意 点 到 极点 的 弧 长 等 
于 螺 线 在 该 点 的 极 切线 之 长 。 

338。 求 曲线 方程 ， 曲 线 从 某 定点 A 到 任意 点 M 算 得 的 
弧 长 与 在 强 端 切线 的 斜率 成 比例 。 


339. EH: Жу = ach (5) 由 顶点 到 某 点 的 弧 
长 等 于 该 点 的 纵 坐 标 在 过 该 点 的 切线 上 的 投影 。 
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340。 证 明 ， 由 悬 链 线 ， 它 的 两 点 的 纵 坐标 线 和 横 Sh 围 
藉 的 面积 与 相应 的 弧 长 成 比例 ， 而 且 比例 系数 为 悬 链 线 的 参 
Ma, 

341, EB ERTL S| ГС Л 切 点 
的 弧 长 的 乘积 是 常数 。 

342。 建 立 圆 的 自然 参数 方程 。 


343, ЛЕВУ = ach C 的 自然 参数 方程 。 


344—353, 求 下 列 曲线 的 曲 来 ， 
(344) y =sinx, (345) y = ach € ñ 


(346) y?=2px, (317) x= t>, yst’, 
(348) x =acost, 了 =bsint 。 | 

(349) x =acht, y=bsht, | 

(350) x =a(t-sint), y =a (1 —cost) ° 
(351) x =acosšt, y=asin? t, 

(352) г= аф, (353) r=a(l +соѕф) o 
354, RARE (x,y) = 0 HEB A ж, 
355—358, RATAAN: 


(355) 2 б 1 。 
(356) ا‎ l... | 


~ :87.… 讨 算 曲 线 y. -在 点 0C0， 0》 》 处 的 曲率 。 
358, HAR PR 5322 Р (x,y) d x+Q(x,y)d y = 
给 出 ， 求 其 曲率 3 ， | | 
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359。 证 明 ， 在 曲线 的 任意 点 均 有 x = lim AE, 
Aso 2 $ 


这 里 二 是 由 参数 值 为 s +s 的 曲线 点 到 参数 值 为 s 的 曲线 
点 的 切线 的 距离 。 
360。 证 明 心 脏 线 r =2a(1-cosm) 在 任意 点 的 曲率 


半径 等 于 在 读 点 极 法 线 长 的 4， 指 起 对 于 心脏 线 任意 点 的 曲 
率 中 心 的 作 图 方法 。 
、 _ x? 2 =P 
361。 证 明 抛物 线 了 = y p WER RTESFR “ost a 


其 中 a 为 切线 对 极 轴 的 倾角 。 

362、 证 明 对 数 螺 线 r =ca9 在 任意 点 的 曲率 半径 等 于 
该 点 的 极 法 线 长 ， 利 用 这 个 性 质 ， 给 出 在 对 数 螺 线 任 意 点 上 、 
密切 圆 的 作 图 方法 。 


363. HHRMA x =a(Inte($) +cost), у =asint 


HEREZ, НЕНЕН AH BOER. 

364。 证 明 摆 线 上 任意 点 与 相应 该 点 的 曲率 中 心 的 联 线 
段 被 摆 线 的 基线 所 平分 ， 指出 由 此 得 出 的 对 于 所 线 上 任意 点 
的 曲率 中 心 的 作法 。 

365。 证 明 巷 链 线 任意 点 的 纵 坐 标 是 它 的 参数 和 在 该 点 
药 曲 率 半 径 的 比例 中 项 。 

366。 证 明 贝 努 利 双 纽 线 r := 2 a ?cos 2 q 在 任意 点 的 


曲率 半径 为 该 点 极 法 绕 长 的 夺 。 在 这 个 性 质 的 基础 上 指出 在 
双 纽 线 任意 点 曲率 中 心 的 作法 。 
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| 367, 给 出 作 相 应 于 椭 图 顶点 的 曲率 中 心 的 几何 方法 。 

368。 写 出 在 椭 贺 顶点 A(a ,0)，B(0,b) 处 的 密切 
WAR. 

369。 写 出 曲线 y = sinx 在 点 A Co 1) 处 的 密切 加 


方程 i 
370。 求 等 边 双 曲线 x y = 1 的 半径 最 小 的 密切 回 。 
371 一 373。 在 下 列 曲 线 上 求 曲 率 为 极 值 的 点 CHH & Ti 


24): 
(371) у= e`, 
с 372) 人 
Jy =a - dcosto 


(373) r = asin? eo А 


.374。 证 明 ， 使 两 曲线 在 公共 点 至 少 有 二 阶 切 触 的 充 要 
XER, 它们 具有 公 切 线 和 相同 的 曲率 矢量 。 

375。 证 明 ， Пана FE RK ARR DEM Е, 
ЕЕ ЕЗ E ih 
© 876, 求 抛物 线 y2= 9 p x 的 密切 贺 的 中 心 内 标 和 # 
径 。 在 抛物 线 的 什么 点 上 密切 圆 与 曲线 有 三 阶 切 触 ? 

” 377,. 设 相 切 于 点 M 的 曲线 ,和 L;， 在 M 点 的 邻 域内 
EFTIR, BOLK Ka, 其 中 Kis K 分别 是 两 曲 
ЭЛЕМ АК, THER. EAMBRRAHAL ,包围 曲线 L ,。 

.378。 证 明 ， 如 果 在 点 全曲 率 半径 具有 极 大 值 ， 则 k 点 
A 的 邻 域 内 曲线 位 于 曲率 加 的 内 部 。 
379。 证 明 ， 如 果 在 点 人 曲率 半径 具有 极 小 值 ， 则 在 点 
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A 的 邻 域内 曲线 位 于 曲率 圆 的 外 面 。 z 
380。 求 与 正弦 曲线 y = sin x 在 点 A Су DARAW 


线 和 曲率 的 抛物 线 了 7 = a x?+bx+t+c。 
381。 一 抛物 线 的 对 称 轴 平 行 于 DOx 轴 ， 它 在 点 A(1,2) 
处 的 密切 圆 是 x2+ y := 5。 求 这 抛物 线 的 方程 。 


86。 渐 缩 线 和 渐 伸 线 。 自 然 方程 


浙 缩 线 ， 就 是 由 8 1 方程 《2》 给 出 的 曲线 的 曲率 中 心 
所 组 成 的 图 形 ， 它 的 方程 为 


72 12 
_ , x + 了 
Х=х-у Бу уту? 
У. x 了 
Y=y+ x x!'2+ y’? 


x’ y’- x? y 19 

如 果 曲 线 Y 是 曲线 Y* 的 渐 缩 线 ， 则 称 曲线 Y* 是 已 知 曲 
Ry ORR. SHAY 由 方程 + = f(s) 给 出 ， 那 么 它 的 
渐 伸 线 族 方程 为 p = r + (入 - s )a， 其 中 a 是 曲线 Y 的 单 
LIKE, ПА BERS. 

我 们 将 曲线 的 曲率 记 为 确定 的 符号 ， 它 可 根据 公式 x =. 


于 = 卫 里 = 站 计算 ， 其 中 中 是 曲线 的 切线 与 O x 轴 的 夹 角 ， 
今后 在 字母 之 上 的 点 表示 对 于 弧 长 参数 的 微分 。 形 式 为 
K = к (s), Е(к,5) = 0, 


к=к (0), s = 5 (0) 
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的 方程 称 为 曲线 的 自然 方程 。 


如果 给 出 曲线 的 自然 方程 ， 则 曲线 的 参数 表示 可 由 下 面 


形式 给 出 : 


8 


xt = f cos yids, y = [sinet (syds. 


382。 圆 的 浙 缩 线 是 什么 ? 

383—392 . 求 下 列 曲 线 的 新 缩 线 方 程 并 作 图 ， 
(383) x=acost, y=bsint, 

(384) x=acht, y=bsht. 

(385) y=x?, 

(386) y = x, k 为 大 于 工 的 自然 数 。 


(387) у= xk, k 为 任意 自然 数 。 


(388) y =lnx, (389) y =Sinx。 


(390) y =tgx， -3<x < 


(391) x = à datg) +cost), y= a sint 。 


(392) r=a(it+cosp) o 
393。 证 明 摆 线 的 浙 缩 线 是 和 该 摆 线 全 等 的 摆 线 。 
394, 证 明星 形 线 的 渐 缩 线 是 与 已 知 星 形 线 相似 的 星 形 


其 相似 比 为 2， 且 关于 已 知 曲线 旋转 于 的 角 。 
395。 证 明 对 数 螺 线 r = ca 了 的 渐 缩 线 是 对 数 螺 线 ， 这 


个 对 数 螺 线 由 已 知 曲线 绕 极 点 转动 其 一 个 角 得 到 。 


396。 为 使 对 数 螺 线 r = ca 中 的 渐 缩 线 与 螺 线 本 5 重 


合 ， 求 参数 а 应 满足 的 条 件 。 
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397. Ж x * + y ?=: a 的 渐 伸 线 方程 并 作 图 。 

398。 建 立 悬 链 线 了 = ach CO в НАЕ 
并 作 图 。 | 2 

399. 建立 抛物 线 x =t, y = RANE. 


400 一 402， 将 下 列 曲线 表示 为 基 些 其 它 曲线 的 渐 缩 线 后 : 
求 它们 的 弧 长 : 
(400) 星 形 线 xX = acosst，y=asinst。 
(401》 旋 轮 线 x =a (t -sint)，y=a(l-ost》 
В) — “9. 
(402) 心脏 线 r =a (1 + соѕф) 。 
403 一 407。 建 立 曲线 的 自然 方程 


(403)y = x° , (404) y =lnx。 


Ble 


(405) x =a (cost +tsint), 
у = а (sint ~ t cost) , 

(406) x =a (Int g(t/2)+cost), y =asint., ` 

(407) а (1+cos@), 

408 一 411。 怎 样 的 曲线 具有 下 面 的 自然 方程 ? 

(408) k =a, (409) R =as, 

(410) R= (a?+ s*)/a 2, 

(411) s?+ К? = 16а? 

412 一 415。 建 立 下 列 曲线 的 参数 表示 : 

(412) Rsins 中 = a。 (413) R =ae®, 

(414) R=ag, (415) s = atg 中 。 
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116. 证明， 旅 轮 线 是 押 线 ， 这 就 是 ,说 如 果 旋 轮 线 的 一 
-个 拱 缴 安置 在 曼 直 平面 内 ， 使 顶点 太 向 下 ; 那么 ， 质 点 在 地 
球 重 力 的 作用 下 ， 由 某 个 起 始 位 置 M 到 顶点 A 沿 旋 轮 线 移动 
所 化 费 的 时 间 与 质点 的 起 始 位 置 无 关 。 
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第 三 章 ”空间 的 曲线 和 线 


$7。 曲 线 和 线 的 方程 


R， 中 的 曲线 (或 线 ) 的 参数 表示 
r=r(t) с (1) 
称 为 该 曲线 (或 线 ) 的 矢量 参数 方程 。 
Br(t)= (x(t), y(t), z(t), NAB 
х= х(1), y=y(t), z=2(t) (2) 
称 为 曲线 CR) 的 参数 方程 。 
ЖЕ (x, y, 2) FG (x, у, z) BADER 
数 ， 而 上 是 方程 组 
Е(х,у,2)= 0 G(x,y,2)=0 (3) 
解 的 集合 。 
如 果 在 点 ME LI, RE 
gradF =(9xF, 9y F, ә: Е) 和 
gradG =(9xG, ay G, әз G) 
不 共 线 ， 那 么 在 点 M 的 邻 域 内 方程 组 (8) 的 每 一 个 方程 给 
出 一 个 曲面 ， 而 这 两 个 曲面 相交 为 包含 在 集合 二 内 的 线 。 
417。 在 直角 坐标 系 下 圆柱 由 方程 x2+y2=8a2 给 出 。 
设 M 沿 这 个 圆柱 这 样 运动 CEO z 输 上 的 投影 是 沿 该 轴 以 
固定 速度 移动 ， 在 x Оу 平面 上 的 投影 是 沿 着 圆 均 匀 地 转 
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动 ， 点 M 的 轨迹 称 为 螺旋 线 。 建 立 螺 旋 线 的 参数 方程 并 求 出 
它 在 各 坐标 平面 上 的 投影 。 

418。 M 点 沿 着 圆柱 的 母线 以 与 走 过 的 路 程 成 比例 的 速 
度 运动 ， 同 时 加 柱 绕 着 自己 的 轴 以 固定 的 角速度 旋转 ， 求 M 
点 轨迹 的 参数 方程 。 

419。 曲线 的 象 是 半径 为 RR 的 球面 与 直径 为 RR 且 有 一 条 
母线 过 球 心 的 圆柱 面 的 安 线 ， 求 这 曲线 。 它 称 为 维 维 安 尼 井 
线 。 

420, 与 Oz 轴 不 垂直 的 直线 OLL 绕 着 DO z 轴 以 固定 的 
角速度 四 均匀 地 旋转 ，M 点 沿 直线 O 荆 运动: 1) 速度 与 动 
点 到 @ 〇 点 的 距离 9O M 成 比例 ; 2) 常 速 。 在 第 一 种 情况 点 M 
形成 圆锥 螺 线 ， 在 第 二 种 情况 点 M 形 成 圆锥 螺旋 线 ， 写 出 这 
些 曲 线 的 参数 方程 。 

421, 两 个 半径 分 别 为 a 和 hb 的 圆柱 的 轴 交 成 直角 、 两 
圆柱 的 交 线形 成 两 条 闭 曲 线 ， 合 称 为 双 柱 面 曲 线 。 写 出 双 柱 
面 曲线 的 隆 式 方程 ， 并 给 于 其 中 一 个 以 参数 表示 。 Баг 
的 情况 下 交 线 是 什么 ? | 

422, EM, 曲线 x =atcost, y=atsint , © ni 


-AP BERRI E. ABE xO MENNEN 


阿 基 米 德 螺 线 。 

423. ЖЕ x = ty эзан ‚= анти 

上 的 投影 。 .. 
424. 证 明 。 天线 x = ach y= bsht, 2-а 

在 双 曲 柱 面 上 ， 求 它 在 各 坐标 平面 上 的 投影 。 и 

”425。 求 双 曲 抛物 面 z = х - y MFE x+y ced, 
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= 0 的 交 线 在 x O y 平面 上 的 投影 。 

426, EB: HIME x = 了 “+ z ?和 平面 x -2y + 
42-4= 0 的 交 线 在 y O z 平 面 上 的 投影 是 半径 R = 3, A 
心 在 点 M(0 ,1,~2) HEN. о 

427. НҢ, HA х = acos Ё, у =аѕіп ё, z= 
а cos2 在 某 个 柱 面 的 有 界 部 分 内 ， 该 柱 面 的 准 Ж 是 星 形 
线 ， 母 线 平行 于 〇 z th. 

428. GHRx=t, y=t*, z= et 表示 成 两 个 曲 
面 交 线 的 形式 。 

429. HEH: Й 8х =5іп2ф, у =1-с052ф, z= 
2cosq 在 球面 上 ， 且 是 抛物 柱 面 和 圆柱 面 的 交 线 。 

430, 88: 曲线 x = asint, y = bsintcost, z 
= ccost EMRE. 

431, 证明 : 曲线 x =tcost, y=tsint, z=ct 
在 圆锥 面 上 。 

432, AC Meh x? - y ° + z2=1 和 了 2+ z2 х? = 
1 相交 时 得 到 什么 ? : 


š 8, ФАА, KK 


对 于 在 空间 Rs 中 给 出 的 曲线 CR), BIRR 架 的 Ж 
量 记 为 w 、 下 、Y ， 而 坐标 轴 和 坐标 平面 有 专门 的 名 称 ， 关 
量 w 的 轴 是 切线 ， 矢 量 记 的 轴 称 为 主 法 线 ， 矢 量 Y 的 轴 称 为 
ҤЕ, X B Вто 的 平面 是 密切 面 ， 儿 量 厅 和 Y 的 平面 称 
为 法 平面 ， 矢 量 a 和 Y 的 平面 称 为 从 切面 。 - 
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BA 


其 中 
标 。 


HŠ 7 方程 (1) ж (2) 给 出 的 曲线 ， 其 切线 方程 分 


Rerettr’ f 
X-x Y-y Z-z 
x’ 一 y’ 一 z 
及 是 切线 上 流动 点 的 径 矢 ， 而 X、Y 、Z 是 矢量 及 的 坐 
主 法 线 方程 ， 
R=r+À G@(r!'xr”)x r, 
_ z’ x’ xy’ 
X= x+) (z) 2% x” -у' |х, ), 
Ү=у+\(х/|®,„ y ‚|[|у, z’ 
=yrtA(x x у” 一 2 у” 2" J, 
ГА ГА ГА ГА 
Zarb. 
付 法 线 方程 ， | 
R=r+À Cr Xr”, 
Хох _ Y-y | Z-z 
Р ГА 一 , / 一 ГА ГА 
ЕНИ 
密切 面 方程 


xX’ у” zt 
х” у” 2” : 
法 平面 方程 。 


(X-x)xm”+(Y-y)y'+(Z- 2)2 =0: 
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从 切面 方程 


或 | X-x Y-y Z-z 
| x’ y’ z | = 0. 
el [sas sy 
yz” zx x” y | 
切线 、 主 法 线 和 付 法 线 上 的 单位 矢量 分 别 接 下 列 公式 求 
得 ， 
—_ r F- (r'xr”)x r” 
сүү» le Xe р" 
— FIX үг” 
Y rx 4 ° 
曲线 的 弧 长 ， 或 者 说 自然 参数 由 公式 
s= f x+y + z2 dt 


433 一 435。 建 立 下 列 曲线 在 所 指出 的 点 的 切线 方程 : 
(433) х =sect, y=tgt, z=at 在 t = x/4。 
(434) x= et, y = et, z=t Et al. 

(435) x=etcost, y=etsint, 2=eEt =0 
436, 建立 曲线 ， | 


x=a(t -sint),y =a(l-cost), z=4asin(t /2) 
在 点 t = x /2 的 切线 方程 。 切 线 与 Oz RR A? 


437。 在 哪些 点 曲线 x =3t — t°, y =3t2, z =3t- 


+ t 的 切线 与 平面 3+x+y + z +2= 0 平行 ? 
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438。 建 立 螺旋 线 工 =?cost ，y =2siat，z=4t 在 
At =0 的 切线 和 法 平面 方程 。 

439。 已 知 曲 线 x = t, y = 12, z = tš, SHEA 
t= 1 处 的 切线 和 法 平面 方程 ,这 条 曲线 的 所 有 切线 与 xOy 
平面 相交 得 到 怎样 的 曲线 ? 

440, 189, HR x -et/V 2 cos t ,y = et 2 sint, 
z= et V 2 位 于 稚 面 xz+ yz = z+ 上 ， 且 它 与 母线 相交 
成 45” 角 。 | 

441。 写 出 维 维 安 尼 曲线 〈 见 419 题 ) 的 切线 和 法 平面 方 
程 。 

442。 将 曲线 的 所 有 切线 单位 矢量 放 到 坐 标 原点 ， 它 们 
的 端点 形成 的 图 形 称 为 曲线 的 球面 标 线 ， 求 螺旋 线 的 球面 标 
线 。 | 

443. WH: 如 果 空 间 曲 线 的 所 有 法 平面 过 定 点 ， ШП 
线 位 于 球面 上 〈 这 种 曲线 称 为 球面 曲线 ) 。 

444。 建 立 曲线 的 切线 和 法 平面 方程 ， 该 曲线 是 两 个 曲 


面 的 交 线 ， 

Е (x, y, 2) =0, Ф (х, у, >) =0, 
rang (Q x pI р = 2。 

445, BHR x*=2a 2, 7 2 z 在 任意 点 的 切 
线 和 法 平面 方程 。 

.446。 求 曲线 x2+y2= 1, ytegted уж +1 
在 任意 点 的 法 平面 方程 。 

447。 证 明 ; :曲线 
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.x=asin’t, y = asin tcosts 2 = acost. 的 法 


平面 过 坐标 原点 。 


448, #т=г($ ) 为 曲线 的 自然 参数 方程 ， ax Aw BH 

线 的 点 Mu( s 。) WER, MAM (so+As) 到 直线 x 的 
距离 为 4(A 人 As )。 证 明 : 直线 为 曲线 r = =r ‹ s) 在 点 Mn 
的 切线 的 充 要 条 件 是 lim As 
As—>o | 

449, 证明: WEN 曲线 r = r (t ) 在 已 知 点 M。 (to) 
的 密切 面 能 够 用 下 列 条 件 之 任 一 条 件 定义 ， 

o. 1) 过 点 M 且 有 方向 矢量 r/(to) 和 T7 (t) 的 平 
面 。 

2) 设 为 过 曲线 在 点 Mo 的 切线 的 平面 , p = p ( s ) 为 
曲线 的 自然 参数 方程 ,在 点 Mo 相应 的 参数 值 为 so,d(As) 
是 从 点 M( so+ As) 到 平面 r HES, SAMY 
d(As)_ o 


时 平面 是 曲线 在 点 M， DZIE, 

8) 与 曲线 在 点 Mo 至 少 有 二 阶 切 触 的 平面 。 

450。 ВЕ: SOR LE NU APTA RTE d. E 
As ОХАНИН 5 we 

451, REAR x = t, y = t 2, .z = t Š d Û ам, 
(2, -1/3, -0 的 密切 面 方程 。 | 

452. DEB: athe at, yo 1°, z=t: 的 任意 
点 M 所 作 的 平行 平面 z = 0 并 与 O z 轴 相 交 的 直线 位 于 曲线 
在 点 M 的 密切 面 上 。 
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453. RHA х =acost, y = bsint, z= et 在 点 
t = 0 的 密切 面 方程 。 

454. FHA x =cosacost , y =cosasint, z= 
tsina, a 为 常数 的 付 法 线 上 沿 正 向 截取 单位 长 的 线段 , 写 
出 这 些 线段 终点 形成 的 曲线 的 密切 面 方 程 。 

455。 建 立 球面 x*+y?:+ zt= ЭЕ Хх? у? 
= 8 的 交 线 在 点 M (2,1,2) 的 密切 面 方程 。 

456。 证 明 ， 曲 线 x= etcost, y =etsint, z=2t 
位 于 曲面 x2+y2z- ez= 0 上 ， 卫 曲线 的 密切 面 与 曲面 的 
切 平面 重合 。 

457 一 458。 建 立 下 列 曲线 在 指出 点 的 主 法 线 和 付 法 线 方 
в: 

(457) х= +, у= 1°, 2 = е = 0, 
(458) х= #, у= 1°, 2= 131 =1。 

459。 在 曲线 x =a (t —sint) ,y =a(1-cost ), 
z=dasin(t /2) 的 每 点 的 主 法 线 上 沿 矢量 的 方向 取 长 
度 为 a V1+ sin*(t/2) 的 线段 ， 证 明 由 这 些 线段 的 终点 形成 
的 曲线 是 正弦 曲线 。 

460。 在 曲线 x=t/2，y=lnt，2z=-t: 上 求 点 ， 
.使 在 该 点 的 付 法 线 与 平面 zx- y +8 z +2= 0 平行 。 

461。 在 螺旋 线 的 付 法 线 的 同一 侧 取 等 长 的 线段 ， 证 明 
这 些 线段 的 终点 位 于 另 一 螺旋 线 上 。 

462, Ж х = tsiat, у= tcost, z=t et# 
坐标 原点 的 切线 、 主 法 线 积 付 法 线 的 单位 矢量 。 

463 一 464。 求 下 列 曲线 在 任意 点 的 切线 、 主 法 线 和 付 法 
RO BK: 
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(463) x =costt, y=sinst, 2 =со$21 o 

(464) x=a(t -sint), y=at(l-cost), 
z=dacos(t /2) 。 

465, WRA: H 

K=t, y=t*, z=t°Š 
EBO, 0, OMAK, B, ү 分 别 与 坐标 轴 的 单 
位 矢 重合 。 
466。 建 立 螺旋 线 

x=acost, y=asint, z=bt 
的 切线 、 法 平面 、 付 法 线 、 密 切面 、 主 法 线 和 从 切面 的 方 
程 。 证 明 ， 其 主 法 线 与 螺旋 线 的 轴 垂 直 相交 ， 而 付 法 线 与 灿 
线 夹 定 角 。 求 弗 朗 内 标 架 天 量 。 

467。 写 出 曲线 r = r (s) 的 切线 、 主 法 线 和 付 法 线 与 
x Oy 平面 的 交点 描绘 的 曲线 矢量 方程 。 

468。 求 螺旋 线 x=acostyy=asint，z=bt 与 
x Oy 平面 交点 到 任意 点 M 的 弧 长 。 

469。 写 出 螺旋 线 的 自然 方程 。 

470。 求 曲线 

x=a(t-sint), y=a(l-cost) , 
z=4acos(t /2) 
与 x Oz 平面 的 两 个 交点 间 一 圈 的 弧 长 。 


471。 求 曲线 x*=3a*y，2x z = a ?在 平面 7 = 8 与 


у = 9а ЇДЕ. 
472. ІВ. ВЗ x = соѕ і, у =5іп? ё, 
z = с0521 的 长 度 为 s = 10. 
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473。 求 曲线 区 = acht， 了 =asht，z=at 在 参 
数值 为 0 与 + 的 两 个 点 之 间 的 弧 长 。 

474。 求 曲线 在 圆柱 坐标 系 中 强 长 微分 的 表述 式 。 

475。 求 曲线 在 球面 坐标 系 中 强 长 微分 的 表达 式 。 


$ 9 。 BAADA, аъ, ARF 


e К РИП ЭШЕ ШШШ ЫРА RIS 


 — dp dv 
зат, = кават, = - т В; 


其 中 和 + 是 被 分 别称 为 曲率 和 找 率 的 第 一 和 第 二 曲率 。 
HS 7 方程 (1) ÑU (a) 4 BHAA, KARRERA 


R | 
k=] тх], 
a ا اا ا‎ 
K a Cx hy Fe 2F 
计算 。 
计算 找 率 的 公式 为 | 
то= Cr? ‚г WEY Ст! XT", 
或 Ж 
x y z’ 8 
А | | x у" 2” | 
y Е 2 z X :2 y' 2 
bya" "fate +l wo» 


特别 在 取 自 然 参 数 s 作为 参数 时 ， 则 有 


к = it |, w=V ryt z2 ， 


t= (г, ry r)/r°, 


Ix y z 
x y z 
ix у 2, 


其 中 用 点 表示 对 参数 s 求 导 。 
方程 K = K( s), T= t(s ) 称 为 曲线 的 自然 方程 。 
476。 对 曲线 T = r (s )， 验 证 下 列 关 系 式 : 


|r [= къ ктів nu, 


477。 证 明 弗 朗 内 公式 : 


тр 


a= кВ, P=-Katty, ү=-т 
能 写成 形式 
а= оха, B = ох, ү=өшхү, 
REGO GER) ， 并 说 明 它 的 运动 学 意义 。 
478。 证 明 ， 
1) (а, Y, ү) = т, 


2) (ү, Y, Y) = TPCT) 
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8) (а, а, а) = KF)", 
479. EMH: HAAR снення 件 是 
= 0, 
480. 证 明 ， 双 正则 曲线 是 平面 曲线 的 充 要 条 件 是 TY = 0, 
481。 证明， 曲线 工 在 点 M ,的 曲 认 等 于 工 在 它 的 密切 面 
上 的 投影 二" 在 点 Ms 的 曲率 。 
482—483, 证 明 下 列 曲 线 的 曲率 和 找 率 相等 : 
(482) x=acht, y=asht, z=at, 
(483) x =3t — t 5, y =3t2, ` Bast +4, 
484、 求 螺旋 线 、 ` 
x=acost, y=asint, z=bt 
BA) HH ЖИ EE 
485。 求 圆锥 螺旋 线 
x=tcost, y=tsint, z=at 
在 坐标 原点 的 曲率 。 
486—489. 求 下 列 曲 线 的 曲率 和 挠 率 。 
(486) x =acht, y=asht, z=ata 
(487) x=et, у= et, z=VY2t, `` 
(488) x=2t, y= nt, z =42, ' 
(489) x = cos? ts y =Sinst， z ‚созд . 
490. 4 a F1 为何 值 时 ， 曲线 О 
x=acht, y=asht, z=bt 
在 所 有 点 的 挠 率 和 曲率 相等 ? 
491。 求 曲线 


х =cos?t, y=sint, 2 =с0521 `` 
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曲率 为 极 小 值 (局 部 ) 的 点 。 
492, HR 
x=a(t-siat) y =a (1—cost),z =4a cos(t/2) 
的 曲率 半径 在 哪些 点 获得 局 部 极 小 值 ? 
493。 证 明 ， MERA 


X=acosPee k Ф у = аѕіпфее 


的 曲率 半径 与 螺 线 点 到 锥 面 轴 的 距离 成 比例 。 
494 一 495。 证 明 下 列 曲线 是 平面 曲线 ， 并 建立 曲线 所 在 
的 平面 方程 ; 


1 = 


` (494) x - 11+, у - z =° 
(495) x =a,t + bt + C4» 
y=a,t?+b,t+eg, 
Z=agt*+b,t tes, 
496。 求 函数 {f(t ) , EHR | 
х= асоѕі, у = аѕіпі, 2 = f(t) 
为 平面 曲线 。 
497. 切 线 与 固定 方向 作 固定 角 的 空间 曲线 称 为 一 般 螺旋 
线 。 证 明 , 曲 线 为 一 般 螺旋 线 是 当 且 仅 当 下 列 条 件 之 一 成 立 : 
(1) 主 法 线 与 固定 方向 垂直 。 | 
(2) 付 法 线 与 固定 方向 作 固 定 角 。 
(3) 曲率 和 挠 率 之 比 为 定 值 。 _ 
_ 498. EH: 曲线 为 一 般 螺旋 线 的 充 要 条 件 是 (7 T, 
r ) =0 
499, 证明: 曲线 x :=3y，2xy =92z 是 一 般 螺 旋 线 。 
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500. ПЕ 89: HA 

x=2t, y=lnt, z=t? 
aan ;矢量 = (0,1, D FEB EMBER: 

。 求 曲线 x = a t， 7 = bt，2 = c th 

вт. 

502. ao аяараа A B 
e， 则 曲线 为 平面 曲线 。. 

. 503.. ER, #RENBAM EYES SRR а S 
直 ， 则 曲线 为 平面 曲线 。 

504。 证 明 : 着 在 两 条 曲线 的 点 之 间 建 立 这 样 的 对 应 ,使 
在 对 应 点 上 的 切线 平行 ， 则 在 这 些 对 应 点 上 曲线 的 挠 率 和 曲 
率 有 相同 的 比例 系数 。 | | 

505。 一 条 曲线 的 主 法 线 同 时 是 另 一 条 曲线 的 主 法 线 , 这 
种 曲线 称 为 贝 特 朗 曲 线 。 证 明 ， 贝 特 朗 曲线 的 特征 是 和 < + 
Lt=1， 其 中 入 、b 是 常数 。 

506。 证 明 ， 贝 特 朗 曲线 在 对 应 点 的 切线 的 夹 角 为 定 值 。 

507。 证 明 ， 员 特 朗 曲线 在 两 对 应 点 间 的 距离 为 定 值 。 

508。 证 明 , 具 有 常 曲率 的 曲线 是 贝 特 朗 曲线 ， 再 证 明 ; 
这 时 对 应 曲线 具有 相同 的 曲率 ， 且 曲线 之 一 是 另 一 曲线 的 曲 
SD, ТЕЗУ ДИННЕ И, ` 

509。 两 条 曲线 的 点 之 间 确 立 了 一 一 对 应 关系 ,使 它们 在 


对 应 点 的 切线 、 主 法 线 和 付 法 线 平 行 。 证 明 ， 一 一 = 和 = 


17, фк, s, т 分 别 为 一 条 曲线 的 曲率 、 弧 长 和 拨 
ж, к^, 57. 0 "为 另 一 曲线 的 相应 全 
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510。 曲 线 p = r — s a RHR = r ( s ROB 
线 。 试 用 曲线 + = r (s s ) 的 曲率 和 挠 率 表示 渐 仇 线 的 曲率 和 |. 
Bg, RAHAT = r ( s ) 是 一 般 螺旋 线 ， BR = r r 
- sa 是 平面 曲线 。 

511。 证 明 ; 车 一 HRR IRERE EA M 之 曲线 为 
圆柱 螺 线 。 

512, ЯНАИ ях, REBAR е 
数 方程 。 | | 

513。 证 明 在 所 有 的 贝 竺 朗 曲 线 中 只 有 圆柱 螺 线 存 在 着 
无 数 与 它 具 有 公共 主 法 线 的 曲线 。 | 

514 一 515。 建 立 下 列 曲 线 的 自然 方程 ， 

(514) x =acht, y=asht, z=at 


(515) х=сі, y=/2csint, дас 

516。 已 知 曲线 的 自然 方程 为 k =.k (5s), T=t(s) 
证 明 已 知 曲线 关于 和 坐标 原点 对 称 的 晶 线 的 自然 方程 是 k = 
K(S) т=-+т(5), 77 

517. EBH: = B HORE MO ЖЕР = 阶 时 ,在 它们 
的 公共 点 挠 率 相等 。 反 之 正确 码 ? 

518。 求 直线 的 两 切线 间 最 短 距离 关于 切 点 间 的 FE 离 的 
无 穷 小 阶 数 ， 并 对 主 法 线 和 付 法 线 解 决 类 似 的 问题 。 

519。 证 明 曲 线 和 曲线 在 一 点 的 密切 圆 至 少 有 二 阶 切 触 。 

520。 在 什么 条 件 下 于 柱 螺 线 的 曲率 中 心 位 于 螺 线 本 身 
所 在 的 更 柱 面 上 ? 

521。 与 曲线 在 已 知 点 至 少 有 三 阶 切 触 的 球 称 为 该 点 的 
密切 球 (曲线 与 曲面 切 触 的 定义 见 $ 11) 。 证 明 ， 如 果 给 出 
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曲线 方程 + =T(s)， 那 么 密切 球 中 心 的 径 矢 由 公式 + 。= 
工 + R 百 + 了 了 给 出 ， 而 密切 球 的 半径 由 公式 


. ; 1 
Resy ge RAH, RRR = 
522 一 523。 求 下 列 曲线 在 任意 点 的 密切 球 的 半径 。 
(522) x=et, у= еі, Z= 2t, 
(523) x = etsint, y = etcost，2= et, 
524。 证 明 ， 若 两 条 曲线 在 某 点 至 少 有 三 阶 切 А, АЕ 
们 在 该 点 具有 同一 个 密切 球 。 - О 
525。 车 密切 球 半径 为 定 信 ， 则 曲线 为 球面 AA (位 于 
球面 上 ) 或 具有 常 曲率 。 试 证 之 。 
526。 求 螺旋 线 | 
х =acost, y =asint, z=bt 
的 密切 球 中 心 的 集合 。 
527。 证 明 ， 曲 线 的 密切 平面 与 密切 球面 交 于 密切 圆 。 
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$10, й а У ж ` 


setm, (U, T) BEMSRER. TE 
r=r(u, v) ' сї) 
称 为 在 曲面 S 上 区 域 f (О) 的 矢量 方程 。 如 果 存 在 集合 妈 
= {(u,v)} ЕХ (1), 使 象 r(W) 等 于 S, MJ 
(1) 称 为 曲面 的 矢量 方程 ， 即 使 偶 Cw, r) TERES 
HERR. Ж 


r(u, v)= (z(u, YV) у(и, v), 
z(u, v)), BADE 
x=xu,v), у= у (U,V), z= z(u,v) (2) 
称 为 曲面 的 参数 方程 。 
通常 将 曲面 的 参数 表示 给 为 хеш, у=у, 221 
f(u, v), Aq f EXHAR. ШЕЕ 
z=f(x, y) - (3) 
称 为 曲面 的 显 式 方程 。 БА 
设 F(Cxz ,y，z ) 是 光滑 函数 ，S 是 方程 
F(x,y,z)=0 
的 解 的 集合 ， 如 果 在 点 ME S 处 矢量 grad F= (ә,Е, 
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эур, 9 zF ) 不 为 零 ， 则 在 点 M 邻 域内 5 是 曲面 且 称 (4) 
为 曲面 的 隐 式 方程 。 

528。 已 知 曲线 x = f(u), 2,2 к (u JfEXOZ¥ M E 
БО z 轴 不 相交 * Эр О 2 Pie RTA BIN т 
BRA 0 

529, RE | 

х= а + bcosu, `y = 0, 2 = Ьп u (b<a) 
WO z 轴 旋 转 形 成 的 圆 环 面 方 程 。 

530..®ШШ@ мз 271. зз з. 

| “x =ach(u/a) , у = 0, R= Ш 
#0. 2 НЕП ee ZTE. е а. . 
ü 531, кел sa yso, а= 
a(intg (ш /2 ) + соѕи ) 绕 O z эненин. 
532, HM AER eee, НУЛЯ. | 


的 参数 方程 。 кшшз = o xy ASIDE 
Ë? ` 

533. SHER SITE, 其 母线 平生 O EA 
为 方程 、. Оз: A 

xu yp азо ar 

.584。 写 出 双 曲 柱 面 和 抛物 柱 面 的 参数 方程 。 . 

535。 写 出 柱 面 方程 SEB Be =p. us, HAT 


行 矢量 e 。 ' 
536. 与 出 柱 面 参数 方程 ， 其 母线 平行 和 最 可 а, 2, 
9) # Tee Sy. ei укы fee tied’ 


T6: 


x=u, y=u’, z=u%, MM 
537. SHEHMERDE, ЖЖ ЫС U. 
X =cosu, y =siMu, Z = Og ` 3 ' 
而 直 母 线 平行 矢量 a (-1,3,-2) 。 окру 
538。 证 明 ， 若 柱 面 的 母线 5K Ea Cl, my ay Æ 
行 ， 则 柱 面 方程 具有 形式 f(ax- 上 z， душі) = 0 
539, Ен, RERE 
x?+yt=ay, z= 0 
Ший КШ (l, m, w), 
540。 已 知 曲面 
x =3u+ v +1, =2u + vż?-1, Z=“ u+2v 
1) 证 明 这 个 曲面 是 柱 面 。 + 
2) 写 出 这 个 曲面 的 任 一 参数 方程 。 
3) 求 过 点 Ma =2;, у= 8) HARR, 
541, BRIM (a,b,c) PHL 
х= Ё (u), у=ф (и), z = b (u); 
写 出 顶点 在 M， EAN LRE ШИ ЮУ ЛИЕ ООУ. 
542。 建 立 锥 面 方程 ， 这 锥 面 由 过 点 M (a,b,c) H 
与 抛物 线 y :=2p x, 2= 0 相交 的 直线 形成 。 
543。 建 立 锥 面 方程 ， 其 顶点 为 点 M (-1, 0,0) 并 与 
抛物 面 2y 2+ 2*=4x HY, 
544， 已 知 曲 面 
XxX=u+v, y=u-V, 2=UYo 
BiENA(4,2,38), В(1,4,-2) 是 否 在 曲面 上 。 
545。 方 程 


Xu t+sinv, y =u + cos Vv ,' z=u+a 
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ШЕВ? 
546。 求 参数 方程 为 
х =х„+асо$цсозу, y= у а+ bcosusinv, 
Z=Z2o+ спи 
的 曲面 的 隆 式 方程 。 
547, 证 明 方 程 
u ж Е 
xay У туту # = зүү 


和 x=ucosv, y =usinv, z=u? 
表示 同一 个 曲面 。 | 
548。 已 知 锥 面 的 方程 ，， 
r=ue(v), jej=fe‘J=1, 
试问 参数 由 和 v 有 何 几何 意义 ? : . 
549—551.: -说明 下 列 平面 上 坐标 曲线 的 形状 。 
(549) х= ú y" y =v, z = 0, 
(550) х = ucosv， y =usinv, z=0, 
(55D x= eosuch v, y =sinushv, z=0. 


552. ' 证 明 单 叶 双 曲面 的 参数 方程 能 写成 . 


_,uytl o pany >1 
Xa rv ¥ > aay? 2 5 


在 所 指出 的 参数 表示 下 曲面 的 坐标 曲线 如 何 ? 
553， 写 出 圆柱 面 的 参数 方程 ， 使 其 坐标 曲线 为， 
1) 螺旋 线 和 圆 ; 
2) Ж ЖОНЕ}; ` 
3) 两 族 螺 旋 线 。 
ви, 5 出 HRP = P (u ) 的 切线 曲面 的 参数 方程。 
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555。 写 出 螺旋 线 

х = асоѕи, y= asinu, Z= b u. 
的 切线 曲面 的 参数 方程 ， 这 个 图 形 是 曲面 吗 ? | 

556. 某 条 曲线 (ЕНД AREER, ARIE TE 
PERS, MLA ARETE AL MAREE 
у а. Зл АЕ ТЫКЕ р 

557. чанана ани, ше 母线 与 机 
Е, FOR ERY ER EL: MRER УН, ЗЫ 
FAH. HO z 轴 为 旋转 轴 ， 写 出 这 些 螺 画 的 方程 。 

558。 求 由 螺旋 线 的 主 法 线形 成 的 曲面 的 方程 。 

` 559。 与 加 生 直 的 直线 绕 轴 转动 , .同时 直线 沿 轴 1 移 动 而 
APOE EAE HHS FRO 2 By SHEREN 
面 的 方程 。 

560。 求 正如 能 曙 面 的 隐 式 方程 ， 它 沿 Oz 轴 的 移动 由 
公式 z = asin2v 确定 ， 其 中 v 是 直线 旋转 的 角速度 。 

561。 求 曲面 x2z2=a2(x2+y2) 的 参数 方程 ， 证 明 
这 个 曲面 是 正 辟 锥 曲面 。 

562。 半 径 为 a 的 圆 这 样 移 动 : dh DHE я аат 
= p ( s ) 运 动 ， 和 而 圆 所 在 的 平面 在 每 个 时 刻 都 是 该 曲线 的 法 
平面 ， 求 由 加 所 形成 的 曲面 的 方程 这 种 曲面 称 为 TE R 由 
fi) 。 

563. Ш #0 r= r, (u)+ r,( v> RH BEI 
为 平移 曲面 ， 其 中 Ti、 r FHA BM. HERA, ` TE Hy 
面 能 由 某 一 曲线 平移 而 得 到 。 

564。 线段 的 两 端点 分 别 在 两 已 知 曲 线 上 。 СТЕ 
中 点 形成 的 曲面 为 平移 曲面 。 
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565, EA, 1EM 
x=ucosv, y=usiNV, 2 =:а У 
flue (c 为 某 个 正 数 ) 时 是 平移 曲面 。 

566。 证 明 椭 圆 抛物 面 和 双 曲 抛物 面 是 平移 曲面 。 
"567。 证 明 二 次 曲面 的 任意 点 的 坐标 、y7 、z 总 是 能 
HANER u ту ARR. 


$11. 曲面 的 切 平面 和 法 线 ， РГТ вия 
曲面 的 切 甬 
对 应 于 § 10 所 给 曲面 (1) 、(2) 、(3) (4) 


HOR RAH TBA 
| (В - г, fu ty) = 0, 


Х-х Y-y Z-z 
xu Vu Zu = 0 
х, у, ` Zy | 
Z-z=p(X-x)+qtY- у), 
22 
共 中 p E, а= ay’ 
e (X- x) Fx +(Y- y) Fy+(Z- z)Fz= 0. 
法 线 方程 为 ; 
R=r+À (r. Xr), 
Xx č Y-y ...@Z-z 
Yu Zu | Zu zej | Xu Vu 
Ут Zy Zy Ky Xr уу 
Kx Y-y Z-z 
-p -q` 1 


i Со alt m 
F+ ` F y р Е, ° ы | 


ШЕЕ RAR ET O) +v TUY jf r. 
和 + 是 光滑 的 入 函数 ， 则 称 此 划 击 为 直 纹 面 。 ЖШ = 
常数 为 直线 或 它 的 一 部 分 ， 称 为 母线 ， 曲 线 立 = 了 (tu ) 称 为 
准 线 。 如 果 在 任 一 母线 的 所 有 点 上 曲面 的 切 平面 相同 ， 则 称 
这 种 直 纹 面 为 可 展 曲 而 ， 非 可 展 直 纹 面 称 为 斜 首 纹 面 。 
My ASS EAE, Š, = alu ) 是 过 点 M 的 直 
线 ， 使 参数 u 具 有 某 一 Ли, ， 我 们 将 到 另 一 直 母 线 z/ 
= (u + Ка), ENN RHR Y i MAB, 如 果 
当 Au 0 时 ， 点 于 沿 直线 区 趋向 于 某 个 极限 位 置 ， 那 公称 
这 个 极限 点 为 母线 x 上 的 腰 点 ， 直 纹 盏 S 上 所 有 朵 点 的 集合 
一 般 构成 曲线 ， 这 曲线 称 为 谭 曲 线 ， 直 纹 面 的 腰 曲 AD E 


为 
- _ _ dri da 
p= r(u) (dt)? t(u), 
设 曲 线 с . 
x=x(t), ya yt dy z= z(t) (1) 
与 曲面 o ` ННН 


F(x, у, z =O oi .. (9 

具有 公共 点 M( t O 。 观 察 函数 a au 
O(t)=F (x(t) y y(t), Z(t 

ah M(t ) 沿 曲线 Сї) 趋向 于 点 Mt o) 时; BORE 

>t иу ш, 若 这 个 值 关于 tit :为 上 £ 3 BRE 


мена CD оши AM Mama 
gf 


点 M 的 切 平面 含 该 直线 。 

569。 在 曲面 
х= и +соѕу, y=u-sinv, z=Au 
上 给 定 一 点 M(u =1，v=r/2) ， | 

1) 求 曲线 u =1, v = x /2 在 点 M 上 的 切线 和 法 平面 
方程 。 

2) 求 曲 线 u = 1 + = x /2 间 的 角度 。 

З) 证 明 , 曲 线 u =sinv 在 点 M 的 切线 就 是 曲线 u = 1 
在 同一 点 的 切线 。 

570。 证 明 ， 螺 旋 线 的 切线 曲面 在 任意 点 的 法 线 SH Ж 
定 角 。 

571。 求 曲面 

K=fZu-v, y=u*2+v2, z=ui- vi 
在 点 M( 8 , 5 , 7》 的 切 平 面 方程 。 

572。 求 曲面 

х=п+у, yru-v, Z=UFV 
在 点 M(u =2, v =D 的 切 平面 和 法 线 的 方程 。 

573。 求 曲面 

x=u, y=u*:t-2u v, z2u*-3u7v 
在 点 M(1，8 ,4) 的 切 平面 和 法 线 的 方程 。 

574。 已 知 曲面 

x = uú cos v , y=usinv, 2 =u, 
RHEE AM (u =D, Y=x/4) MFR К) 7; 
程 及 曲线 u = 2 在 点 M 的 切线 方程 。 
575 一 578。 求 下 列 曲 面 在 所 给 点 的 切 平面 和 法 线 的 方 
程 。 : | 
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(575) z = xŠ + у :在 点 M (1, 2, 9) 
(576) x?+y2+ z2=16# SM (3, 4, 12) o 
(577) x?-2y*-32°?-4=008M G, 1, =D, 


2 2 2 
(578) аз + + = 1 在 点 M (x,, yo Zo) o 


579。 求 伪 球 面 


x = a sinucosv, у = a sinusinv, 
2 =a (lntg G? + cosu) 的 切 平面 方程 。 
580。 求 正 螺 面 


x =ucosv, y =UuSifvV, z=ayv 
的 切 平面 和 法 线 的 方程 ,讨论 法 线 没 坐标 曲线 移动 时 的 动态 。 
581, RAHM 


х =(7+5cosudcosv, y =(7+5cosu)sinv, z = 5sinu, 
{сози = 5, созу = 5 (O Cu, v <> 时 ， 


АМ Cu, v) 的 切 平面 方程 。 

582。 求 曲面 x y z = 1 J S3EUTx + y + z -3= 0 Y- 
FATEH. 

583。 证 明 曲 面 x y z = as 的 切 平面 与 三 个 坐标 平面 形 
成 的 四 面体 的 体积 是 常数 。 

584。 证 明 ， 锥 面 在 任意 点 的 切 平面 均 过 它 的 顶点 。 

585. 证明; 曲面 z =x?+ 了 3s 在 点 (a, ~a, 0) 
的 所 有 切 平 面 形成 面 束 。 

586. Æ AHM 

x = (a+bcosu)cosv, у = (a+bcosu)sinv, z = 


bsinu 上 求 一 点 ， 使 曲面 在 该 点 的 法 线 垂直 于 平面 Ax+ 
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By+Cz2+D=0 ЕС I 

. 587. ECAH Bx + y" z s. d "= 0 和 其 上 — 点 
Ma, b, c) (a, hbh，e，d 为 正 数 ) 。 证 明 ， 如 果 
在 点 村 的 切 平面 分 别 交 轴 O х, Оу, Oz 于 点 A ,B,C， 
w ' | 

а, Db , су 1 

IOA ОВ JOC] 

588. BE f (x -az，y-bz) =0 在 任意 点 
的 切 平面 平行 于 定 方向 。 

589。 证 明 管 状 曲面 〈 人 参看 562 题 》 的 切 平面 与 准 线 的 切 
线 平行 ， 而 准 线 的 法 线 也 是 则 面 的 法 线 。 

` 590, HEH 19 

z=xm (y/x) 
的 切 平面 过 坐标 原点 。 

591, ПЕВНЕ Н 

тату ба) tra) | E 
ҖЕ ЖШ u = 常数 或 ” = 常数 的 切 平面 与 某 直 线 平行 。 

592、。 曲 面 5 在 法 线 上 从 曲面 点 起 截取 定 长 的 ABR, X 
:此 线段 的 终点 形成 的 曲面 5 人 称 为 曲面 5 的 平行 曲面 ， 将 定 
义 中 所 说 的 线段 的 两 端 看 作曲 面 $. 和 3S< 的 对 应 点 。 

WH: 12 ЭРЕНИ S WS "在 对 应 点 的 切 平面 平行 
2) 平行 性 的 性 质 是 相互 的 《 即 如 果 S “与 3 平行 WSS 
S 人 平行)。 

593。 设 曲面 是 曲线 fr =r(s) 的 切线 形成 的 图 形 的 
8027. SHARE AN OF RSE. EWA ШИШИ 
ARABIR, EDERRA. 
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594。 证 明 ， 曲 面 z =tg(xy) 和 xj:-y 了 2=a 在 它们 
的 交点 处 正 交 。 | 
595 一 597。 证 明 下 列 曲 面 族 两 两 正 交 《入 、k 、v 是 曲 
面 族 参 数 ) 。 
(595), 4х+у?+ zi= À, y=uz, y? +2? =ve*, 
(596), x?ty*+z*=h, xX ty? +a =puy, 
x*+ y?+ z7 =v Zo 
(597), xy=Az*, x*+y74 2° = ш, 
x + y2 + 2= у(х?- у?) م‎ 
598. YEH: 曲面 
х =ucosv, у = иѕіпу, z=f(v)+au 
ТЕШ у = c 的 任意 点 的 切 平 面 均 过 定 直 线 。 
599。 证 明 ， 如 果 曲 面 的 所 有 法 线 过 一 定点 ， 则 这 个 Hq 
面 是 球面 或 球面 的 一 部 分 。 
600。 证 明 旋 转 曲 面 的 法 线 与 经 线 的 主 法 线 重合 并 与 旋 
转轴 相交 。 
601。 如 果 井 面 的 所 有 法 线 均 交 于 同一 条 直线 、 则 此 Hi 
面 是 旋转 曲面 ， 试 证 之 。 
602。 证 明 直 纹 ШЕ = r (u) + v ç (4u) 为 可 展 曲 面 的 
充 要 条 件 是 
Cr’, т, t') =0。 
603。 证 明 与 可 展 曲面 平行 的 曲面 同样 是 可 展 曲 面 。 
604。 证 明 任 何 一 个 可 展 曲 面 可 以 划分 为 下 列 部 分 。 
1) 平面 的 一 部 分 
2》 桂 面 的 一 部 分 ; 
З) 锥 面 的 一 部 分 


4》 某 非 平 面 曲 线 的 切线 曲面 的 一 部 分 ， 在 最 后 一 种 情 
Итна, 

605. 125 是 604 题 中 第 4) Жи Ч, wat 5 在 
任意 点 的 切 平面 与 着 线 在 相应 点 的 密切 面 重合 。 

806。 所 有 母线 都 与 被 称 为 准 平面 的 某 平 面 平行 的 斜 直 
纹 面 称 为 卡 他 朗 曲 面 。 证 明 ， 直 纹 曲面 +r = р (и) + v e( u) 


是 卡 他 户 曲 面 的 充 要 条 件 是 
(е, е’, e”) =0, e” #0, 
607—610. SRF STEN hz, 
(607) E $ Mi. 


(608) 旋 转 单 叶 双 曲面 。 
《609) 挠 曲线 的 付 法 线 曲 面 。 
(610) 挠 曲线 的 主 法 线 曲 面 。 
6li。 证 明 在 斜 直 纹 面 一 条 和 母线 的 各 点 所 引 曲 面 的 法 线 
形成 的 曲面 是 双 曲 抛物 面 或 它 的 一 部 分 。.: 7 
612。 证 明 曲 线 y z = x, x z= y + 1 与 曲面 z = xy 
EAM (0, -1, 0) RAZM. 
613。 求 曲线 
оха, у={9%+21, z = h 
与 曲面 x+y? = x(y + z) 
在 坐标 原点 的 切 触 阶 。 
614。 证 明 与 二 i WO IF 
该 曲面 上 。 š 
615. ИЕН: 如 果 一 ТТЕ 
Hi ШЗ ЕТЩ, DE 
616。 设 曲线 L 与 曲面 S 在 点 M, 有 n 阶 切 能 ， HAL’ 是 
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曲线 二 按 某 一 方向 在 S 上 的 投影 ,这 方向 不 在 点 M。 处 S IIL 
平面 内 ， 证 明 曲 线 L ' SLE A M AtA n ИТЕ, 


3 1]2。 曲 面 族 。 包 络 面 


设 i 
F (x, y, 2) =C (1) 
是 单 参数 曲面 族 的 方程 。 满 足 方程 组 

Е(х,у,2,С) =0, ®9cCF(x,y,z2,C0)=0 (2) 
的 所 有 点 的 集合 称 为 族 〈1 ) 的 判别 曲面 。 

一 个 曲面 在 它 的 每 一 点 与 族 (1) PRP (H 
与 它 具 有 公共 点 ， 且 在 这 点 有 公共 的 切 平面 ) ， 则 称 此 曲面 
为 族 (1) 的 包 络 。 判 别 曲面 成 为 曲面 的 部 分 是 包 络 面 。 族 
(1) 的 包 络 面 与 族 中 某 个 确定 的 曲面 的 切 点 一 般 形成 BH 
线 。 该 曲线 称 为 特征 线 ， 并 由 方程 组 (2 ) 以 对 应 了 于 所 考察 - 
-的 曲面 的 固定 的 C 值 给 出 。 

满足 方程 组 

F(x,y,z,C)=0, әгЕ(х,у,2,С) = 0, 
ә2сгЕ (х,у, 2,С) = 0 
的 点 的 集合 称 为 包 络 面 的 消 线 ， 如 果 特 征 线 的 集合 А 有 = 
络 ， 则 这 个 包 络 属于 普 线 。 

设 

F(x,y,z,C,C,) =0 (8) 

是 双 参 数 曲 面 族 的 方程 ， 方程 组 | 

Е(х,у,:,С,,С;)=0,әс,Е(х,у,>,О,,С,У 
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50, Sci F(x, y52,Ci,C,)=0 
WBS BOK (8) 的 判 时 曲面 。 É C3) 的 包 络 与 上 
述 一 样 定义 。 
617 一 619， 求 曲面 族 的 包 络 : 
(617) x+y t4 (z -C)-1=0, 
(618) x2+C2y +z -2C = 0, 
(619) (x - С)? + (у -C)2+z-C)2-C2=0 
| | o (C0) 
620. D RAHET, AIH HA. ` 
RE RE RAT, ХАВА 点 。 
622。 求 球面 族 ` Е 
(х-С)%+у?%+ z 2 = 1 = 0 
mentir, кенин | 
| 623. VUR Ех 
| + Lisi, 2 z=0 | : . 
平行 ттл мяз KARIN, RR 
族 的 包 络 ， 对 于 双 曲 线 解 同样 问题 。 : i 


624。 求 平面 族 : 
xsina~ Jcosa + z= bar СЕ 
a HBR li | 
ка: е» Ж 
625。 求 平面 族 的 包 络 ， a FREER 
平面 形成 的 四 面体 体积 为 V 。 


626. Кие, 使 这 球面 族 的 包 络 是 不 包含 顶点 
的 锥 面 
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x+y =a? z2 (z #0) 。 

627。 求 半径 为 定 长 的 球面 族 的 包 络 ， 球 面 的 中 心 位 于 
已 知 曲线 p = p (s) 上 (ШШ) ¢ 

628。 求 半径 为 a ， 中 心 在 圆周 

хё+у?= 0°, z=0. 

Ее, ERMER. 

629。 求 曲面 族 | | 

C(x -C)?+¢(y -R)?+.27-R?) x 

С(х- С) + (у +R)?+-22?-R?] = 0 

(у2+22+ 0) HBA, PERMER., 

630. RE IMAM E IRM звану 
Emî 

ҮСТҮРТ 

632. REM Л Уа НЗ 

633。 求 顶点 在 坐标 原点 并 与 平面 z = 0 相 切 的 相同 的 
圆锥 ( 轴 截 线 交 角 等 于 2 а) 形成 的 圆锥 族 的 包 络 。 

681, EA RBA ЕНШЕ ти 族 的 : 
包 络 。 

635. sto элит инен EON A HAR 
Yi РВ ТЕЛЕ -— ПЖ BH HÎ Le | 

636. REYE a ARO PRs = 0 HORNAN 

637. E 1B HEF FEE S EH ARN NIK 
些 曲 线 是 直线 或 直线 的 一 部 分 。 试 证 之 。 

638. тиий аиле Уа Ж ша ZA 
为 常数 。 
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8 13。 第 一 二 次 形式 


在 曲面 的 每 个 切 空 间 中 由 及 :中 的 数量 积 诱导 的 数量 积 ， 
RAR Hy S 的 第 一 基本 形式 ， 用 符号 中: 表示。 这 样 ， 
形式 ;将 曲面 (在 同一 点 的 ) 切 空间 的 每 一 对 矢 Rh, pH 
Фф, (h, р) =h- p 。 对 应 于 q 1 的 二 次 形式 称 为 曲 
面 的 第 一 二 次 形式 并 用 符号 d s: (与 1 一 样 》 表 示 。 双 线 
性 形式 q ;的 确定 等 价 于 二 次 形式 ds? 的 确定 。 对 于 曲面 的 切 
Rd s*Ch)=9, Ch, h) =h.h=|h|:。 若 
(U,r) 是 曲面 的 参数 表示 ， 9 r ,avfr 是 相应 的 活动 
基 ， 则 函数 

E(u,v)= Qur(u,v): əsr (u , V), 

F(u,v)= ®yr(u,v)+ 9 r(u,v), 

G(u,y)= %yr(u,v)+ 9 r(u,v), 

称 为 第 一 二 次 GEA) 形式 的 系数 。 如 果 卫 ，? 是 曲面 在 点 
T(uyy) 的 切 矢 量 且 

B=h,®yr(u,v) +h,%,r(u,v), 

P=P,%ur (u,v) +p,eyr(u »v) 
《 即 Chih) 是 矢量 h 在 活动 基 下 的 坐标 ， 而 《p p) 
是 矢量 p 在 活动 基 下 的 坐标 ) ， 那 么 
ds?(h)=ECu,v)h,?+2F(u,v)b,h,+G(u, ha“, 
pi(h, p)=E (u,v) h,pi+F(u, v)Xh ip; 
+hip,)+G(u,v) hapa, 
通常 将 ds: 记 为 
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ds? = Edu?+ 2 Fdudv + Gd v?, | 
在 此 所 指 的 是 du(h)= hi dv (В) =, | 

如 果 曲 面 上 的 曲线 由 内 部 方程 4 = u(t), v= v(t) 
给 出 ， 则 该 曲线 的 弧 长 根据 公式 


t 
$= | vEaw wana” t))*+2F (u(t), v(t) 


u’(t)v’ (t) + G (u(t), v(t)) (7 (t)) dt, 
求 得 。 如 果 中 是 曲面 上 两 曲线 (由 内 部 方程 w = u(t), у = 
УСЕ и = ualt), у =vY,(t ) 给 出 ) 间 在 具有 曲线 坐标 
(UosVo)= (u(t 0), у, (t))=(u,(t,), volta) KIS 
共 点 处 的 夹 角 ， 则 


cos ф = q Е пазу) оша (to) + 
102 
+ Е (цо, уо) (и (,)у7 2 (ta) +u (to)vy (to)) 
+ Go vov ito)v' (to)), 
其 中 


di =V Elta, Vvo) Cu,’ (t))2+ 2F (ug, vou (tov, (to) 
+ G(u9, v9) (V1 (t,))2, 
і, = Elta, Vo) (us (1) 72+ 2F (tg, Vg) Ue! (ty) V2’ (to) 
+G(u, v o)(v  (t,))2, 
Шш ЕВЗ KR DEHKR D RFR Mr HK (El 
r(D'!)=D) ， 它 的 面积 c 根据 公式 
o = | | VEGF" dudy 
D” 
TH. HHS #JHHIR Q BJ PR IE]: Е КОЈЕ, ТТЕ 
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MS Е-Е МАМИ РЕНЕ LAR 
í (L ) 在 对 应 点 间 的 度 长 。 如 果 对 于 所 有 点 ME З BEAM 
在 曲面 S 上 的 邻 域 到 曲面 Q 的 某 一 部 分 的 等 号， MPW 5 
可 贴 合 在 曲面 Q 上 。 
Аянов, WREN 
面 $ 上 任意 两 曲线 间 的 夹 角 等 于 在 曲面 Q 上 对 应 曲线 间 的 夹 
角 。 
# (U，T 和 《U，T 。) 分 别 为 曲面 S 和 QQ 的 参数 表 
示 ， | ` | 
{тї Ш)у-г,„(Ч), таба, у) таба, v) 
是 将 具有 同一 曲线 坐标 的 点 相对 应 的 映射 。 映 射 f ЖОЕ 
( 保 角 喘 射 ) 的 充 要 条 件 是 曲面 关于 上 还 参 数 表 示 的 第 -- 二 
次 形式 的 系数 相同 〈 对 应 地 成 比例 ) 。 
639 一 649。 求 下 列 旋转 曲面 的 第 一 二 次 形式 
(639) x = f (u )cos,v y = Í (u)sinv ,z= g (и) 
一 一 以 9 z 轴 为 旋转 轴 的 曲面 。 
(640) x = Ксоѕисоѕу, у =Reosusinv, 
z =Rsinu 一 一 球面 。 | 
(641) x = acosucosv, у = асоѕиѕіпу, 
жеи, 
(642) х = achucosv, у =athusinv, 
z = c shu 一 一 旋转 单 叶 观 曲面 。 
(643) x = ashucosv, y = ashusinv, 
旋转 双 叶 汉 曲 面 。 
(644) 工 =uUucosy，7=UuUsinv，z=4 一 一 旋 转 


A Elo 
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z = csinu 


z =cchu 


(645) x =Reosv,y = Кѕіпу, 2 = u— КШ, 
(646) х = ucosv,.y=usinv, z = Еи (и + 0) 
一 一 不 包含 顶点 的 圆锥 面 。 


(647) x =(atbcosu)cosv, 


HEF TH o 
(648) х =ach(u/a)cosv, у =ach(u/a) sinv, 
z = u 一 一 悬 链 面 。 


(649) х = asinucosv, у = asinusinv, 


a(lntg(u/2)+cosu) (u +2) 一 一 伪 球 面 。 


了 =(a+hbcosu)sinv，z=bsint 


7 = 
650. REH | 
Xx=ucosv, y =usiny, 2 =av.. 

的 第 一 二 次 形式 。 


651。 求 一 般 螺 面 
X=ucosv, y=usinv, z={f(u)t+av 
的 第 一 二 次 形式 。 
652. HES 分 别 是 曲线 r = r (u) (tu 为 自然 参数 ) 
的 1) WR, 2) 主 法 线 ，3 ) REA 
形成 的 曲面 ， 求 曲面 $ 的 第 一 二 次 形式 。 
653。 求 曲面 
z=z(x, y) 
的 第 一 二 次 形式 。 
654。 试 指出 下 列 二 次 形式 中 哪些 不 能 作为 曲面 的 第 一 
1) dst=du?+ddudvidv’; 
2) dst=dut+d4dudvt+didv?; 
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8) dst=d u*-dadudv+édy?; 
4) dst=d u?+4dudv-e2dv?, 
655。 在 改变 成 新 的 曲线 坐标 系 时 ， 求 曲面 第 一 二 次 形 - 
式 的 系数 和 表达 式 日 VEG-F: 的 变换 公式 。 
| 656。 证 明 ， 旋转 曲面 在 适当 选择 曲线 坐标 系 ， 其 第 一 
二 次 形式 能 化 为 ， 
d s*=du'+G(u)dv?, 
657。 如 果 上 曲面 的 一 族 和 坐标 曲线 被 另 一 族 的 两 条 曲 线 截 
得 等 长 的 线段 ， 则 曲面 的 坐标 曲线 网 称 为 切 比 雪 夫 . 网 。 证 
明 ， 曲面 的 坐标 曲线 网 是 切 比 雪夫 网 当 且 仅 当 
a,E=0, a,G=0, 
658。 设 曲面 的 第 一 二 次 形式 为 ， 
d s*=du*+ 2 Fdudv +dv?, 
此 时 能 说 出 曲线 坐标 是 什么 ? | 
659。 试 将 球面 、 环 面 、 基 链 面 和 伪 球 面 的 第 一 二 次 形 
式 化 为 : 


ds'=dut+ G (u) dvê 


668, AMR HHR PR 2 
ds*=A(u,v)(d u?+dv?), 
曲面 的 曲线 坐标 系 称 为 等 温 坐 标 系 ， RRR EIR E i 46 标 
系 。 | 
661, PRAM 
z =axy 
的 直 母 线 间 的 交角 。 
662, WH: #19 2 =a(x :+ y*)/2 12 =axy E 
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各 有 一 区 域 ， 它 们 投影 到 x О у 平面 的 同一 区 域 E, 则 两 
曲面 上 这 两 区 域 的 面积 相等 。 

663, 求 与 旋转 曲面 的 经 线 交 成 定 角 0 的 曲线 的 方程 
(RHR) 。 

664。 求 球面 上 斜 驶 线 的 方程 。 

665。 证 明 ; 如 果 曲 面 上 的 曲线 族 的 微分 方程 是 
Adu+ Bdv = 0， 则 正 交 轨 线 《〈 即 与 已 知 曲 线 交 成 直角 的 
Hee) 的 方程 是 ， 

(BE-AF)du+(BF-AG)dv=0, 

666。 求 锥 面 直 母 线 的 正 交 轨 线 。 

667。、 某 曲线 的 切线 曲面 为 S ， 求 曲面 S 直 母线 的 正 交 
668。 求 与 667 题 中 曲面 5 的 直 母 线 交 成 定 角 &% IH REY 
微分 方程 。 

669,. 求 在 曲面 上 的 曲线 族 qp (и, у) = 常数 的 正 交 轨 线 
的 微分 方程 。 

670。 求 在 球面 

x = Ксоѕисоѕу, у = Ксоѕиѕіпу, z=Rsinu 
ee + v = 常数 的 正 交 轨 线 。 

。 求 在 斜 螺 面 

X= UuCOSV, y= UusinVs | 7, =u+ v 
上 了 曲线 族 ua = Ce MIE ME. Е 

672, ШЗ Жу =u? + а Ca 为 参数 ) EMET 

X = UCOSV, y =uslny, Z=u 
上 ， 求 它们 的 正 交 轨 线 。 

673. RAHAM 
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x =ucosv, у =usinv, т=н + ¥ 
在 采用 Y = 常数 和 它 们 的 正 交 轨 线 为 坐标 明 线 时 的 方程 。 
674。 求 曲面 上 由 微分 方程 
P(u,v)du? + О (u,v)dudv + R (u,v)dv? = Û 
确定 的 两 族 曲 线 正 交 的 条 件 。 
675. EB ZE TÊ И 
X = ucosy, y = usiny, z=av 
上 微分 方程 
ацё- (цї+а?)а у? = 0 
给 出 正 交 网 。 | 
676。 在 曲面 > = axy 上 ， 求 它 的 直 母 线 的 正 交 轨 线 。 
677。 证 明 ， 和 坐标 曲线 的 二 等 分 角 轨 线 的 微分 方程 是 
VEdut/Gdv=0, | 
678. REHM 
x = 0005, y = usinv, 2 =ау 
上 坐标 曲线 的 二 等 分 角 轨 线 方程 。 
679。 求 球面 
x = acosusinv, y = asinusinv, 2 = acosv 
上 纬 线 和 经 线 的 二 等 分 角 轨 线 方程。 
680。 求 曲面 z =аху 
上 直 母 线 间 的 二 等 分 角 轨 线 方程 。 
681， 已 知 曲 面 
x=uî tv, y=ut- vb z=wuv (ul+lr| 
#0), - 
1) 求 第 一 二 次 形式 。 
2) ж u =2, v=1, у= аи ЕУ. 
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8) 计算 曲线 v = a u 在 它 与 曲线 u = 1, u= 2 交点 
Їй] SEG 8 
682。 求 正 螺 面 
X = ucosy, y 了 =Usinv 2 = ау 
上 曲线 w+v=0，u-v=0 的 交角 。 
683。 设 曲面 有 
ds =dul+(u®* +a 9d vP, 
ЖЕ НЕННЕ Жа = 鞋 aY */2，Y = 1 的 周 长 和 内 
角 。 
684。 在 第 一 二 次 形式 为 
ds? = йи? +sh’udv? 
的 曲面 上 ， 求 曲线 u = v 在 点 Mi Cu 1v RIM, (u 1, va) 
间 的 弧 长 。 
85。 设 曲面 的 第 一 二 次 形式 为 
ds2=du?+dv?, 
求 它 上 面 的 曲线 v = 2 u 和 v = -24u 之 间 的 夹 角 。 
686。 求 曲面 
X= ucosv, y= usiny, д = ц? 
上 曲线 v = u + 1 和 v =3-a 之 间 的 夹 角 。 
687, ZE ER TE 
x = ucosv, y =usinv, 2 =av 
上 有 一 曲线 
v=ln(u + ц?+ а?) +C, 
求 此 曲线 在 两 点 Mi(u yo, у) М, (из, уз) Ч, 
688. EMRE 


x = аѕіписоѕу, y = asinusinv, 
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z= а (1п16(0/9) + сози) 

上 有 两 曲线 族 

vectalntg(u/2)+c¢, 

求 每 族 的 曲线 在 两 点 Mi(a v DFM Cu gs, vT dem 

长 。 

证 明 一 井 线 族 的 所 有 曲线 在 另 一 族 的 两 给 定 苯 线 之 间 的 

弧 长 都 是 相同 的 。 

689。 在 球面 上 有 一 直角 三 角形 ， 它 的 各 边 是 球面 大 

PM, OR: 

1) 三 角形 各 边 之 间 的 关系 式 

2) 三 角形 的 面积 。 

690。 求 正 螺 面 

X= uUCOSVY, Y=USINV, >=ау, 
Ен 8и = 0, usa, v=0, v =1 
围 成 的 四 边 形 的 面积 。 

691， 在 第 一 二 次 形式 为 

ds*=du?* + (и? +a? )d v? 

的 曲面 上 ， 求 曲 边 三 角形 u = +a v, v = 1HHR, 
692。 求 由 维 维 安 尼 曲 线 环 围 成 的 西 形 球 面 区 域 的 面积 。 
693。 由 具有 公共 端点 的 两 个 大 圆 之 半圆 形 成 的 图 形 . 称 

为 球面 二 角形 , 求 在 顶点 具有 ARH ABR So 
694. 证 明 任何 柱 面 可 贴 合 在 平面 上 。 i 
695。 证 明 任何 锥 面 可 贴 合 在 平面 上 。 

696。 证 明 曲 线 的 切线 曲面 可 贴 合 在 平面 上 。 
697。 证 明正 螺 面 可 贴 合 在 县 链 面 上 。 
698。 第 一 二 次 形式 为 
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ds*=(f(u)+g(v))(d u? + d v2) 

的 曲面 称 为 李 乌 维尔 曲面 ， 证 明 可 贴 合 在 旋转 曲面 上 的 曲面 
是 李 乌 维尔 曲面 。 f 

699. MEH Ef — E FE HHIH FT J SB Hb ЖЕНЕ Ж 3E Bl 
上 。 

700. 一 个 曲面 到 另 一 个 曲面 的 映射 称 为 等 面 映 射 ， 如 
果 在 这 个 映射 下 对 应 区 域 的 面积 相等 。 证 明 ， 如 果 一 个 曲面 . 
到 另 一 个 曲面 的 映射 是 等 角 和 等 面 的 ， 则 这 个 映射 也 是 等 距 
映射 。 ~ 


814。 球面 映射 。 第 二 次 形式 


设 $ 是 定向 曲面 ， 它 的 定向 由 垂直 曲面 的 单位 X E 场 
1 确定。 曲面 S 到 球面 S :的 映射 称 为 曲面 S 的 球面 (或 高 
斯 ) 映射， 它 将 点 ME S 对 应 到 球面 上 径 矢 为 a (M) 的 点 
M’， 此 时 若 将 切 矢 量 M,)》 与 (M’,h》 堵 作 一 样 ， 就 
可 将 切 空间 TM S 与 切 空间 TM 5: ЕВЕ, RE 表示 
是 光滑 的 ， 它 在 点 M 的 微分 可 看 为 空间 TM 5 的 线性 变 换 ， 
此 微分 称 为 曲面 (在 点 M》 的 基本 算 子 ， 并 用 符号 .wp 表示 。 
借助 曲面 在 每 个 切 秋 量 空间 的 基本 算 子 ,根据 法 则 q,( 了， 
p) =-w (h) -p=-h' Ap) 可 确定 双 线 性 对 称 形 
式 中 :， 此 形式 称 为 第 二 基本 形式 。 相 应 于 中 :的 二 次 形式 称 
为 曲面 的 第 二 二 次 形式 ， 并 同样 也 用 p ,表示 。. 如 果 (U， 
т) 是 曲面 的 参数 表示 ， 且 
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A Aar) un -arrTr)= Ors 
且 对 于 切 矢量 b= aufhi+avTrh: 和 P=sufpitt 
9, r Ds | 
gf (h)= oun bh + yn h, 
和 o, (h, p)=-əo,n 9 u rhipi-9, n o,f h, Pa 
-ə nur hp pi- ə, n"9 r hoPao 
函数 
Liu, = — ә n (u,v)? r (u,v) 


= n (ц,у)* Эши? r (u,v) 


_ (ur vr, Әм? r) ` , 
~ ZXZEG- F2 
M(u.v) =-9„п (u, v)Əv т (u,v) =-9уп (v,v) eur (u,v) 


一 — (ә,г ,9vT ,9 т), 
= ` a = э. 
п (u,v) uv?’ г (u,v) 一 
N(u, у) = -yn (u, Vear (u, v ` ` 
= Cv) ew’ т (и, v) 
(Энг, rs awe г) 
ZEG- EF: 
称 为 曲面 的 第 二 二 次 形式 的 系数 。 公 式 
Plh, p)=Lhrpi+Mhipa+rhspli) 
+Nhzp: 
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成 立 。 通 常 将 第 二 二 次 形式 写 为 : 
vq:=Ldu+ SMdudv+Ndvr:, 
在 曲面 的 活动 基 ( 3 ur ,3 r) 下 基本 算 子 (线性 变 
Ë) .oz 的 矩阵 为 
1 [EMEL FN-GM 
ЕС-Е? FL-EM FM-ENJ, 
在 曲面 的 每 一 点 可 以 确定 基本 算 子 .ob 的 〈 实 的 ) 特征 值 
和 ,、 入 :和 彼此 正 交 的 单位 特征 矢量 et、e a Ee) 
hi Cry (е) = he е» 在 曲面 的 每 个 切 平面 内 由 >< 
Ве, 和 e 确定 的 方向 称 为 主 方向 。 若 在 曲面 的 一 点 基本 
ATEŞ, ВА; = 0; 和 2=0， 该 点 称 为 平 点 。 
若 在 曲面 的 一 点 基本 算 子 是 相同 ， 即 入 1= 2.40, Ж 
点 称 为 圆 点 (或 脐 点 ) 。 
曲面 上 的 曲线 在 点 M 的 曲率 矢量 ВТЕ 曲面 的 由 矢量 
т (M) 定 向 的 法 线 上 的 投影 值 称 为 曲面 上 曲线 在 点 M 的 法 曲 
率 k a。 如 果 在 曲面 上 的 两 曲线 在 点 M 有 公共 切线 ， 那 么 它 
们 在 该 点 的 法 曲率 相同 ， 因 此 在 点 M 的 法 曲率 能 看 为 在 点 M 
处 切 平面 上 方向 的 函数 ， 并 称 它 为 曲面 在 该 方向 的 法 曲率 。 
在 点 M 具 有 切 矢 量 也 的 曲线 其 法 曲率 根据 公式 


Ka(hy) KED 
p (h> 
计算 。 | 

如 果 过 曲面 在 点 M 的 法 线 作 平面 ， 那 么 在 点 人 的 邻 域内 
此 平面 与 曲面 的 截 线 是 一 曲线 ， 此 曲线 称 为 法 截 线 。 法 截 线 
的 曲率 与 它 的 法 曲率 的 模 相 等 ， 曲 面 上 旧 线 的 坦率 k 积 与 已 
知 曲线 具有 公共 切线 的 法 截 线 的 曲率 w FAK 
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ко= к | соѕ 0 | 
联系 ， 其 中 6 是 矢量 4 SHRERRE RB Hide. 曲面 
在 主 方向 的 法 曲率 称 为 主 曲率 ， 以 符号 k ;和 rs 素 示 。 
有 公式 
K = Ny K= ÀR. 
Mma, В.к... K :是 方程 | | 
(ЕС- Ек? -(EN+GL- 2FM)« + + LN 
—M:= 0 
的 根 。 如 果 切 矢量 与 主 方向 的 矢量 e , 间 的 夹 角 为 中 ， 则 
Kn(h)= kK cos p+ gasin? p, | 
这 就 是 欧 拉 公式 。 
在 一 点 的 全 曲率 〈 或 高 斯 曲率 ) 是 根据 公式 
LN-M? ~ 
EG- FE | 
确定 。 曲面 在 一 点 的 中 曲率 是 根据 公式 


-4 „ктк, ЕМ+С- 2FM 
rk kasar S IE G - F3) 
确定 。 l 


ШЖК > 0 ， 则 曲面 点 称 为 本 图 点 ， 如 果 攻 <0， 则 则 5 
面 点 称 为 双 曲 点 ， 如 果 玫 = 0， 则 曲面 点 称 为 抛物 点 。 

如 果 从 曲面 的 某 点 M 对 每 一 法 截 线 的 切线 截取 一 线段 ， 
使 它 等 于 这 截 线 的 曲率 半径 的 平方 根 ， 则 得 到 的 一 曲线 ， 此 
曲线 称 为 杜 潘 标 线 。 
101—714, 求 下 列 曲面 在 球面 映射 下 所 映 到 的 球面 上 点 
的 集合 ， — À 

《人 《701) ЖЕ. 

(702) ЖЕ. 
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K =detv= kik: = 


(703) 椭圆 抛物 面 。 

(704) 旋转 单 叶 双 曲面 。 

(705) HERE UH AX HH Î o 

(706) 椭圆 柱 面 。 

(707) WME. 

(708) 双 曲 柱 面 。 

(709) AH. 

(710) BEM. 

(711) HRB. 

(712) Will. 

(713) Hiiy = x°, - 

(714) Em. 

715。 设 曲面 S 是 空间 曲线 r = r (t) 的 切线 曲面 的 一 
部 分 。 证 明 曲 面 5 在 球面 映射 下 的 象 是 球面 上 的 一 条 盟 线 。 

716 一 726。 求 下 列 旋转 曲面 的 第 二 二 次 形式 : 

(716) x = Í (u)cosv, y= Í (u)sinv, 
z=g(u), 以 DOz 为 旋转 轴 的 旋转 曲面 。 

(717) x = Ёсоѕисоѕу, y =Reosusinv, 

2 = Rsintu 一 一 球面 。 

(718) x =acosucosv, у =acosusinv, 
ie $2 a ИИ ç 
(719) x = achu cosv, y= achu sinv, 

z = c shu 一 旋转 单 叶 双 曲 面 。 
(720) x = ashu созу, y=ashu sinv, 
2 = c chu 一 旋转 双 叶 双 曲 面 。 

(721) x = ucosv, y =usinv,z = u?—HEese pay 


z= csinu 


103 


面 。 
(722) x =Reosv,y = Кѕіпу, z = и ЩЖ, 
(723) х =ucosv,y = usinv, z=ku(u = 0 )— 


圆锥 面 。 
(724) x =(a+bcosu) cosv,y = (a+ beosu) 


sinv, z= bsinu 一 环 面 。 
(725) x = a сас) cosv, у = а ch C sinv, 


z = u— RSE m. 


(726) x = asinucosv, у = asinusinv, 


z=a (In tE (3) + cos u) — Т, 


727。 求 正 螺 面 
x=ucos у, y =usis v, z=av 
的 第 二 二 次 形式 。 
728。 证 明 ， 对 于 平面 任意 选取 曲线 坐标 ,其 第 二 二 次 形 
式 恒 等 于 零 。 


729. 证明， 如 果 曲 面 z = f (х,у) ЖИ 
恒 等 于 零 ， 则 曲 徊 是 平面 或 平面 的 一 部 分 。 | 
730. ШЕШН: SETHI (53088) 的 方程 能 表示 为 
x=wus+ascosvy › y=-vV Ui+ aisinv, 
z=aln Cut+/u?+ a) © 
求 悬 链 面 在 所 给 参数 表示 下 的 第 二 二 次 形式 ， 并 计算 坐 
标 曲线 的 法 曲率 。 
731。 设 曲面 5 是 空间 虹 线 的 切线 曲面 ， 求 曲面 S WE 
曲率 。 
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132。 求 双 叶 双 曲 面 


在 顶点 的 主 曲 率 。 
733。 求 正 螺 面 
X = u cos у, y = usin Va 2 = ау 
的 主 方向 和 主 曲 率 。 


734. 证 明正 螺 面 的 主 方向 是 母线 与 螺旋 线 的 方向 的 角 
平分 线 方向 。 О 
735. 求 曲面 z = xy 在 点 M(1，1，1 ) 的 主 曲 率 。 
736。 求 曲面 
x yd وو‎ 
р q 
在 点 M (0, 0, 0) WERF., 
737. 证 明 在 曲面 | 
| x=ucos v, y=uSsinv, z=Au, 
的 任意 点 的 主 法 截 线 之 -- 是 直线 。 
738. 求 曲面 y = ARR, 1) 在 任意 
点 2) 在 平面 = k 截 曲面 所 得 的 曲线 的 点 上 ， 沿 这些 
曲线 的 切线 方向 ，3) 在 点 M C2, 2, 4) 处 沿 曲 线 
y = 瑟 -，2 = x :的 切线 方向 。 
| 739, х =u? жуушу? азу k 
有 一 点 P (и= 1, v =1), 
1) 求 曲面 在 P 点 的 主 曲率 ， | 
2) 求 所 给 点 的 主 法 截 线 的 切线 P 人 下 , 、 了 熙 ,的 方程 
105 


з) 求 过 曲线 v = u :的 切线 的 法 截 线 在 点 了 的 曲率 。 
740， 已 知 曲 面 


2 = 2 x+ 末了 ?。 


1) 求 在 坐标 原点 的 杜 潘 标 线 方程 
2) 法 截 线 的 切线 与 0 x seas? f, REARS ыа 
标 原 点 的 曲率 半径 。 
741 。 在 曲面 点 M 的 切 平 面 上 作 人 彼此 夹 f хава 条 直 
线 , ШЙ | 
2 Chua tensi =H 
ny st ги Ara | rn 


其 中 RB t Sw anatina, 


742. ct kes ATA M YY BB HETE RJ BB B3 B 29, 
求 由 这 些 曲 线 在 点 M 的 曲率 中 心 所 组 成 的 图 形 。 

743。 证明; 可 展 曲 面 的 特征 是 ， ЕЗ. 
REFS, | 

744。 求 曲面 ， 使 其 第 二 二 次 形式 是 完全 平方 。 

745. ИЕН: 旋转 曲面 的 主 曲率 半径 之 一 等 于 夹 在 曲面 
与 旋转 轴 之 间 的 法 线 线段 长 。 | 

746。 求 639 一 649 昨 所 给 的 曲面 的 全 曲 衬 ， 按 作为 主 曲 
率 的 乘积 来 求 〈 不 计算 二 次 形式 ) 。 | 

747. MRE RUHR, WWE DIR HE AF 
IR,J=21R.], RHR ,和 RR ,是 主 曲 率 半 径 。 试 证 之 。 * 

748、 求 曲面 关于 等 温 坐 标 全 曲率 的 表示 式 。 

749。 求 曲面 关于 半 测 地 线 坐标 的 全 曲率 表达 式 , 所 调 半 
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测 地 线 坐 标 是 曲面 的 第 一 二 次 形式 为 ! 
ds? = du + G(u,v)dv?, 
750。 求 第 一 二 次 形式 为 
ds? = 4 u 2 + e* "dy 
的 曲面 的 全 曲率 。 
751。 求 抛物 面 


的 全 曲率 。 
752。 证 明 ， 如 果 曲 面 的 第 一 二 次 形式 为 ， 
ds? = du? + 2coso du dv+dv?, 
则 曲面 的 全 曲率 的 计算 公式 为 
= Ә уг O 
sino 
753。 求 曲面 方程 为 
F (x, y, z) =0 
的 曲面 的 爹 曲率 。 
754. ЕН: 第 一 二 次 形式 为 
ds? = du +dy? 
(u + v?+ c?) 
的 曲面 的 全 曲率 是 常数 。 
755. айне воан а Са) MHR 
曲面 S 的 全 曲率 。 
756. REH H 
Xx = ucosv , у =usinv, 2= 847, 
的 全 曲率 积 中 曲率 ， 在 什么 曲线 上 全 曲率 为 常数 ? 
757。 求 曲面 z =f (x, y) 的 全 曲率 和 中 曲率 。 
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758。 求 旋转 曲面 z = fp) (其 中 p =x у) 
的 全 曲率 和 中 曲率 。 | 

759。 求 半径 为 a 的 圆柱 面 的 中 曲率 。 

760。 设 曲面 是 由 不 含 零 曲率 点 的 曲线 志 绕 轴 1 旋转 而 
BUR HAL MER 1 , 则 曲面 由 椭圆 点 组 成 ， 如 果 曲 线 攻 
凸 向 轴 1 ， 则 曲面 由 双 曲 点 组 成 ， 试 证 之 。 

761。 求 环 面 的 椭圆 点 、 双 曲 点 和 抛物 点 。 

762 一 766, 研 究 由 下 列 曲 线 旋转 而 成 的 曲面 的 点 的 性 质 ， 
(762) 正弦 曲线 y =sinx (х + л) 80 х, 
(763) 正弦 曲线 了 = sin x (x +k л)#О y 轴 旋 转 ; 
(764) 曲线 y = lax (x #1) О x 轴 旋 转 ， 
(765) HY 1„х&О y 轴 旋 转 ， | 
(766》 双 曲线 xy = 1 的 一 支 (x >0,x В) 

绕 直 线 Ax+By=0 旋 转 。 

767 一 775。 研 究 下 列 二 次 曲面 的 点 的 性 质 ， 
(767) 椭圆 面 ; 

(768) 单 叶 双 曲面 
(769) 双 叶 双 曲 面 ; 

(770) 椭圆 抛物 面 

(771) 双 曲 抛物 面 ; 

(772) ШИКЕ; 

(773) 抛物 柱 面 ， 

(774) ХНН; 

(775) FASTA. ` 

776. MH z = f (u) (фаги у) 的 
ARE. ` i | 
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777。 证 明 曲 面 x + y = z， 上 所 有 点 都 是 抛物 点 。 
778。 证 明 球 面 或 球面 的 一 部 分 是 全 部 由 圆 点 组 成 的 且 
具有 非 零 全 曲率 的 唯一 的 连通 曲面 。 
779。 证 明 章 面 的 点 是 贺 点 的 充 要 条 件 是 在 这 点 满足 条 
件 ， и 
L MN 
E `F” G° | 
780. 指出 作 旋转 曲面 的 贺 点 的 几何 方法 。 
781. 正弦 曲线 y =sin x (x = k yy BO x ee, Ж 
旋转 曲面 上 的 圆 点 。 
782 一 786。 求 下 列 曲面 的 圆 点 ; 
(782) 旋转 椭圆 面 。 
(783) 旋转 抛物 面 。 
(784) 椭圆 地 物 面 。 
(785) =н, 
(786) WH- X HE. 


787. 证明 曲面 
u v? 
X= > TV, yrut o> z=uv 
ER AE FAR E: 


u=v, u+y+1=0, 

788。 证 明 圆 点 的 特点 是 H? = K 

789。 试 给 出 有 唯一 平 点 的 曲面 。 

790。 试 给 出 平 点 形成 曲线 的 曲面 。 

791。 证 明 平 面 或 平面 的 一 部 分 是 全 部 由 平 点 组 成 的 唯 
一 曲面 。 
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615. HHA fe dish А 


在 曲面 上 ， 由 方程 

{(u,v,C)=0 
给 出 的 单 参数 曲线 族 称 为 正则 曲线 族 ， 如 果 过 所 考察 的 区 域 
的 每 一 点 可 作 且 仅 趟 作 族 中 的 一 条 山 线 。 两 个 主 则 曲线 族 的 
集合 称 为 曲面 上 的 曲线 网 ， 若 它们 的 曲线 被 此 相交 但 + 相 
+ 

在 曲面 的 切 平面 上 由 矢量 h 和 了 确定 的 两 个 方向 称 为 共 
HA, lo (h, p)=0, AUR 

І. вур, + МВ, р: +.р,) + МЪ,р,=0, 
其 中 h =(hi, h2), р=(р,, Pr). 

REE A Pe Ze, 
RU BR HR 5ш иу ЕНЕ Plo 

H AAE һу СА, ШЖФ„(Һ, h) 
= 0 。 渐 近 方向 的 特征 是 蝎 面 沿 此 方向 的 法 曲率 等 于 零 。 车 
基 面 上 的 曲线 在 每 个 点 的 切线 具有 渐 近 方向 ， 则 此 曲线 称 为 
渐 近 曲线 。 渐 近 曲 线 的 内 部 表示 可 作为 微分 方程 

Ldu’?+2Mdudv+Ndv?=0 | 
的 介 求 得 。 

нна ГГ ГГ. 
组 成 的 曲面 上 ， 经 过 每 一 点 有 两 条 渐 近 曲线 。 在 由 抛物 点 但 
不 是 平 点 组 成 的 曲面 上 ， 经 过 每 一 点 有 一 条 浙 近 曲线 。 

792, 求 曲面 上 曲线 族 的 微分 方程 ， 这 些 曲 线 族 分 别 与 
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坐标 曲线 族 u = 常数 和 v = 常数 构成 共 辆 网 。 

793。 求 由 微分 方程 
Р(ц,у)4ди?+О(и,У)4 udv+R(u, v)d v? 
AEH H E LF ЕШ RRR o 

794, 证 明 在 正 螺 面 
X=ucosv, y =usinv, 2 =a v, 

上 曲线 vdnu2-tu2dv2=0 构 成 共生 网 。 f 

795. 求 南面 上 曲线 族 的 微分 方程 ， 此 曲线 族 与 曲线 族 

Qu, у) = СЛ, 

796。 证 明和 平移 平面 
 т=гү(ч) trav) 
BY) АЕ ЖЕ ЕН Ж} KHK ВЕ р o 

797. FEE HU TE 

x? 


y 2 
pt p2 722 


与 平面 x + y = C 相交，C 为 任意 常数 。 求 与 这 些 交 线 构成 
St ei pol a) 816, 
798. 在 曲面 xyz= 1 上 的 点 M( 1 ,1， 1》 处 求 与 方向 
a (1,-2,1) FWA. f 
799。 曲 画 上 的 单 参数 则 线 族 由 微分 方程 
A(Gu,v)du+B(u,v)d v =0 
给 出 ， 求 求 与 这 曲线 族 共 轿 的 曲线 族 的 微分 方程 。 ” . 
800. 证明， 在 可 展 曲 面 上 ， 直 母线 族 与 任意 单 参 数 HH 
RIE AB. 
801, EAB 


х= исоѕу, Y=vsinv, z=utyv 
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上 ， 求 与 曲线 族 u + v = СВЕН, 

802。 证 明 ， BE LAS RA ARERR © oe 
PRR — 

1) 在 曲线 每 一 点 的 切线 是 渐 近 方向 ) 

2》 在 每 一 点 曲线 的 法 曲率 等 于 党 ， 

8) 在 曲线 的 曲率 不 为 罕 的 点 ， 曲 线 的 密切 面 与 井 面 的 
切 平面 重合 。 
”808。 证 蝎 曲 面 的 坐标 井 线 为 渐 近 曲线 的 充 要 条 件 是 
N=L=0, 

804。 求 伪 球 面 的 诡 近 曲线 ， 证 明 它 们 构成 切 比 当 夫 网 。 

805。 设 二 是 在 曲面 中 上 的 浙 近 曲线 ,证 明 曲 面 中 沿 曲 线 
二 的 单 参数 切 平面 族 的 特征 线 与 曲线 二 的 切线 重合 。 

806。 求 旋转 曲面 的 新 近 曲 线 的 微分 方程 。 

807. ЖЖЖ 

x=chucosv, y=chusinv, z=u 
AMT HS 

808。 考 察 环 面 的 渐 近 曲线 。 

809。 求 正 螺 面 的 渐 近 曲线 。 

810。 求 单 叶 双 曲 面 的 渐 近 曲线 。 

811， 一 直线 平行 x Oy 平面 移动 ， 且 与 Oz 轴 和 曲线 
хеш, y=u:, 2 = 0 HS, 求 这 直线 形成 的 曲面 的 洒 


812. TEA, res 


= 2 yu?  ，- 
I+t Y Tt 28 
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的 浙 近 有 曲线。 

813。 在 空间 曲线 的 主 法 线 曲面 上 ,此 曲线 是 渐 近 曲 线 ， 
试 证 之 。 О 

814。 中 曲率 恒 为 零 的 曲面 称 为 极 小 曲面 。 证 明 在 极 小 
曲面 上 渐 近 曲线 网 正 交 ， 即 在 所 有 点 上 一 族 的 曲线 与 另 一 族 
曲线 正 交 。 О Е 

815. 证 明 ， 如 果 在 曲面 的 某 个 点 上 中 曲率 等 于 零 , 则 在 
该 点 的 渐 近 方向 互相 垂直 。 | 

816. 证 明 ， 在 平面 上 任 一 曲线 都 是 渐 近 曲线 ， 反 之 ,车 
曲面 上 任 一 曲线 是 渐 近 曲线 ， 则 这 曲面 是 平面 或 平面 的 一 部 
分 。 

817. 证 明 ， 在 平行 已 知 地 面 的 曲面 上 ， 对 应 于 已 知 曲 
面 的 渐 近 曲线 的 曲线 为 渐 近 曲线 ， 当 且 仅 当 已 知 曲面 为 可 展 
面 。 

818. 证明。 曲面 曲线 上 和 它 的 球面 映射 上 “在 对 应 点 有 
互相 牌 直 的 切线 ， 当 且 仅 当 工 是 渐 近 曲线 。 


$16。 曲 # & 


曲面 上 的 曲线 称 为 曲率 线 ， 如 果 在 曲线 的 每 一 点 处 它 的 
切线 具有 主 方向 。 曲 率 线 的 内 部 表示 可 从 微分 方程 
Edu+Fdv Fdu+Gdv! 


ILdu+Md v Mdu+Ndv'! 
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求 得 。 

жийи үз айн AWN ARMA THEN 
曲率 线 。 

819. 证 明 曲面 上 的 曲线 是 曲率 线 是 当 且 仅 仅 当下 列 条 
件 之 一 成 立 ， | 

1) 曲线 在 每 个 点 沿 主 方向 前 进 ; 

2) 曲线 在 每 一 点 的 法 曲率 等 于 主 曲 率 之 一 ; 

8) 曲面 沿 曲线 的 法 线形 成 可 展 册 面 。 

820 一 826。 求 下 列 曲 面 的 曲率 线 ， 

(820》 任 意 柱 面 。 | 

(821) 任意 锥 面 。 

(822) 任意 旋 转 曲 面 。 

(823) HH x =u + yv, y=u?-v? Z= v, 

(824) 任意 可 展 曲面 。 

(825) ER 

(826) KEIM Hi o 

827. 证 明 在 平面 和 球面 上 任意 曲线 是 曲率 线 。 

828。 证 明 曲 面 的 坐标 曲线 是 曲率 线 的 充 要 条 件 是 
F=M=0, 

829。 证 明 曲 面 

x=$u-a%t+3uv"%, y=vi-3u7v-3yv, 
2 =3(u2?2— у?) 
上 的 坐标 曲线 是 曲率 线 。 ， 

830. ig LA КЕ йй, 

831。 求 没 着 曲率 线 的 曲面 法 线 族 的 包 络 。 

832. EA: 在 一 片 只 含有 双 曲 点 的 曲面 上 ,在 每 点 的 曲 
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率 线 是 两 渐 近 曲线 的 角 平 分 线 。 

833， 证 明 ， 曲面 S 的 曲率 线 在 S KEIT Li FF 
上 曲线 同样 是 曲率 线 。 

834。 阅 明 在 怎样 的 条 件 下 ， 已 知 曲面 上 的 正 交 网 在 HH 
面 的 平行 曲面 上 对 应 为 正 交 网 。 

835。 在 什么 条 件 下 ， 椭 圆 面 的 圆 截 线 族 是 曲率 线 族 。 

836. 证明， 在 任何 曲面 上 都 存在 唯一 与 曲率 线 网 重合 
HUSK ЕТЕ Ж, | 

837。 某 曲面 上 有 一 曲率 线 ， 该 曲面 沿 此 曲率 线 与 另 一 
曲面 相交 。 欲 使 此 交 线 亦 为 另 一 曲面 的 曲率 线 的 充 要 条 件 是 
两 曲面 交 成 定 角 。 试 证 之 。 

838。 证 明 : 若 曲 面 的 曲率 线 是 平面 曲线 ， 则 曲率 线 的 
球面 映射 是 圆 。 | 

839. 证 明 ， 在 曲面 的 球面 映射 下 ， 曲 面 上 的 曲线 工 和 
它 的 象 二 “在 对 应 点 有 平行 的 切线 ， 当 且 仅 当世 是 曲率 线 。 


$17. H 地 Ж 


出 面 上 的 曲线 称 为 曲面 上 的 油 地 线 ， 如 果 在 它 的 每 一 点 
下 列 条 件 之 一 成 立 

1) 曲线 的 曲率 等 于 零 

2) 曲面 的 法 线 是 曲线 的 主 法 线 。 

如 果 坐 标 网 是 正 交 网 ， 则 测 地 线 内 部 表示 的 微分 方程 为 


d*u du du dv 
2E->grt 9 ,E ( ds ) +29rE чс 
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welt. - o E Ҹәнзә, TETE 
+ ә GC 0 (1) 
Rav eo, 这 个 方程 组 能 用 一 TERE: 

HEE db EGE 


ee H a "g 
Y = 常数 这 条 曲线 是 否 为 测 地 线 ， 应 该 根据 方程 组 (D i 
Ko. . 

经 过 曲面 的 每 一 点 沿 已 知 方向 可 作 唯一 的 测 地 线 。 
Ва Еа — 点 的 曲率 矢 k ВИ АШ FE 
неи а КҮҮНҮ 

沿 已 知 方向 的 测 地 线 的 挠 实 称 为 对 应 于 已 知 方向 的 测 地 
挠 率 。 如 果 在 曲面 上 这 样 选取 曲线 坐标 ， 使 一 族 坐 标 曲 线 由 
测 地 线 组 成 ， 而 第 三 族 坐 标 曲 线 由 第 一 族 曲 线 的 正 交 轨 线 组 
成 ， 而 且 其 中 一 个 曲线 坐标 就 是 第 一 族 坐 标 曲 线 的 强 长 ， 则 
称 这 坐标 系 为 半 测 地 坐标 系 。 在 这 种 坐标 系 下 ， 第 一 一 次 形 
式 为 : | 

ds?=du?+G(u,vi)dv*?, |. 

840. 证明， 曲面 上 测 地 线 具有 以 下 列 性 质 之 一 为 特征 ， 
| D 在 昌 率 不 为 堆 的 曲线 的 每 一 点 处 曲面 的 法 线 是 曲线 
WEES | 
2) 在 曲率 不 为 零 的 曲线 的 每 一 点 处 曲面 的 法 线 位 于 曲 
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线 的 密切 平面 上 ; 

3) 在 曲线 的 每 一 点 测 地 曲率 等 于 零 ， 

4 ) 在 曲线 的 每 一 点 ， 它 的 曲率 等 于 法 曲率 的 绝对 值 ， 

5) 在 蛙 率 不 为 零 的 曲线 的 每 一 点 ， 它 的 从 切面 与 曲面 
的 切 平面 重合 。 

ват. 证 明 ， 在 曲面 上 的 任何 直线 都 是 测 地 线 。 

842。 两 曲面 沿 曲线 相 切 ， 证 明 ， 革 是 其 中 一 个 曲 
面 上 的 测 地 线 ， 则 工 也 应 该 是 另 一 个 曲面 的 测 地 线 。 


843. 证明; 曲面 + = ru, v) 的 测 地 线 的 微分 方程 


能 写成 N, dr,d*r) = 0， 其 中 再 是 曲面 的 法 矢量 。 

844。 证 明 平 面 上 的 测 地 线 是 旦 仅 是 直线 。 

845。 证 明 柱 面 的 测 地 线 是 上 且 仅 是 直 母 线 和 一 般 昕 旋 线 。 

846。 证 明 旋 转 曲 面 的 经 线 是 测 地 线 。 

817, Ш. КЕШЕ ЕЕЗ ЕНЕ аын 仅 当 在 
它 的 点 上 ， 经 线 的 切线 平行 于 旋转 轴 。 | 

848。 求 球面 的 测 地 线 。 

849。 证 明 测 地 线 是 活 近 曲线 乃 当 且 仪 当 其 为 直线 。 

. 850。 证 明 测 地 线 是 曲率 线 乃 当 且 仅 当 其 为 平面 曲线 。 

851。 可 展 曲 面 上 的 测 地 线 的 从 切面 族 的 包 络 就 是 该 可 
展 曲面 ， 试 证 之 。 

852。 可 展 曲面 上 的 测 地 线 ， 其 达 布 矢 沿 该 点 的 母线 方 
向 ， 试 证 之 。 

853。 在 空间 曲线 的 从 切 而 族 的 包 络 面 上 ， 此 曲线 是 WL 
地 线 ， 试 证 之 。 f 

854。 证 明 ， 曲 面 上 的 曲线 的 测 地 曲率 能 按 公式 


117 


кє= (а, т, DHAUP T AM MER MA 
E, 
855. 证 明 上 曲线 的 测 地 曲率 等 于 出线 在 该 点 曲面 之 急 平 
ШЕЮ ЕШ Ж, 
856 一 858， 求 测 地 曲率 ， 
(856) FEHR ORE LAE r 的 图。 
` (857) ERE f 
x = ucosv, y=usinv, 2=4 у 
EDURRA (о = 常数 ) 。 
‚_ (858) 在 曲面 . | 
x =ucosv, у = usinv, 2= TERE: 


HAMAS TARR y nane 


П 


860. TA зау дайшевилг 

t= (т, п, n) > WI 
计算 ， 其 中 五 为 曲面 的 法 线 单位 矢量 。 даз. 

861. пава RA RIE Ë 8 每 个 
点 的 珊 闻 撞 率 等 于 零 ， 试 证 之 。 oo FT 

> dêz TERR: LHI REE E RODE FT E wake, 

863—864. 求 测 地 线 ， - 

` (863) ЕШ; Q . FNM а a 


(864) {ERM o 

{865s TWAS 245 HH TEI: Ch 69888 mae 
és = + d v b 

J Zita) Суу at 


给 出 ， 其 中 a ñb 是 任意 常数 。 

866. EM: 在 旋转 曲面 上 沿 任何 测 地 线 都 有 关系 式 

рсоѕр = с 
成 立 ， 其 中 p 为 测 地 线 的 点 到 旋转 烛 的 距离 ，| 为 测 地 线 和 
纬 线 的 夹 角 ，c 对 给 定 的 测 地 线 为 常数 〈 克 列 若 定理 ) ‚Йй 
定理 成 立 吗 ? 即 如 果 沿 着 旋转 星 面 上 的 某 条 曲线 上 述 关 系 式 
成 立 ， 是 否 可 断定 这 条 曲线 是 测 地 线 ? _. 

867—869. яу, TIT EWRE 
性 质 ， 

(867) eA BD 

(868) 旋转 单 叶 双 曲 面 ， 

(869) 环 面 。 

870。 若 过 曲面 上 一 点 M6 沿 所 有 方向 作 测 地 线 ， 并 由 点 
M ,在 测 地 线 上 截取 等 长 的 狐 ， 则 这 些 弧 线 的 端点 构 成 测 地 
线 的 正 交 轨 线 ， 试 证 之 。 


$ 18 曲面 论 中 的 活动 标 架 法 


映射 @ 称 为 曲面 3 上 的 线性 微分 形式 (或 1 一 形式 》， 
这 个 映射 将 每 一 点 MES 对 应 为 天 量 空间 T 5 上 的 一 个 A. 
EERO, 5 工 一 形式 @ 将 曲面 上 的 每 一 个 矢量 场 瑟 对 应 为 
曲面 上 由 公式 


o (Ë) (M) = ом (Ем) Н 
定义 的 函数 @ (Ë) o ШНЕК ЕЕ, ш W Ж 
o СЕ) JEXCHRBS, 1—63 оу. 
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映射 包 称 为 曲面 S 上 2 一 形式 ,这 个 映射 将 每 一 点 ME 5 
对 应 到 矢量 空间 Tx: S 上 的 一 个 2 一 形式 QRk 2—# R Q 
使 曲面 上 每 个 矢量 场 对 EE，71 对 应 到 曲面 上 由 公式 

Q CE, m MER.: CEM; тм) 
定义 的 函数 Q CE, m), 如 果 对 于 任何 光滑 矢量 下 ， 卫 ， 
MRQ (Е, т) 是 光滑 的 ， 则 2 一 形式 称 为 光 请 的 。 今 后 
将 仅 研究 光滑 的 1 一 形式 和 2 一 形式 。 | 
“由 公式 (@A 人 8)M= OMA 0) 定义 的 2 一 形式 @ 人 8 $k 
为 曲面 S$ 上 的 1 一 形式 @ 和 0 的 外 积 ,其 中 外 积 ox 信 9 uË 


作 在 矢量 空 ATMS, 设 (U, 于 ) 是 具有 曲线 坐标 ( 4， 
v) 的 曲面 S 的 参数 表示 ， 且 W = r (U )， 那 么 曲线 坐标 的 
微分 d u d v 根据 法 则 

dum (h)= hy, бум (h)= h, 
能 看 为 W 上 的 1 一 形式 ， 其 中 是 曲面 在 点 M 的 切 矢量 ， 而 


(hh :，h ,) 是 它 在 活动 基 ( aur， avr) FRB. PAW 
上 的 1 一 形式 @ 可 唯一 地 表示 为 
o=adu+a,d v, 
Ha, =o( eur), a,=@(9vr) 是 W 上 的 光滑 函 
Ў. Е ХТМУ ЕЈ юка LH 1 1—% 式 。 这 
个 函数 工 根据 法 则 | 
f(u, v) = Í(r(u, v) 
同样 能 看 为 U 上 的 函数 ， 
那样 d ETEA: 
df=aufdu+avyfdv。 
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由 公式 
do=daAdu+da,Ad v 
-2(9,a,-3,a,JduAd v 

确定 的 2 一 形式 d @ 称 为 定义 在 看 上 的 工 一 形式 o 的 С 
分 。 

使 妇 中 的 每 一 点 M 对 应 到 标 架 (M, e (M), e ,(M) , 
e (M) ) 的 映射 称 为 在 定向 曲面 W = r (U》 上 的 活动 标 
架 ， 其 中 矢量 e1(M),e,(M) JE + T WCE (M), 


e, (M) ，es(M)) 是 与 曲面 允 的 定向 一 致 的 Rs* 内 的 标 准 
Ez. M, e1,€3, es 的 值 ， 根据 下 面 的 法 则 能 够 看 fF 
ЕНЕВ SARA AHN: KRM МЕШ HIRYA N xf 
MEMEK, кеј 使 N 对 应 矢量 ei (N)(j =1, 

2, 3) 。 基 函数 M 和 e ,是 光滑 的 ,将 同样 认为 e: Me. i. 
是 光滑 的 。 这 些 矢 函数 的 微分 记 为 ， 

dMy (h) = о! (h) D+ onih) e (N) 

+ on? (h) e (N) 9 . 

deN Ch)=@,'nx (h) е CN) + o nh) “és (N) 
+o? iN (h) e, (N) > 

de.,y(h=o,!nCh) e (N)r ®, x (h) e, (N) 
+ o, 5: Ch) “ОО, 

d esx (h)=@ ,'n (h) Оне" Ж 
+ озм (h) eN), ` | (1) 
其 中 ET W, Kite’, о} Ci, j=1, 2, 8) Ж 
ШЕШУ ES 1 一 形式 。 方 程 (1) 可 写 为 


\ 
| 
| 
| 
| 
+ 
| 
| 
| 
| 
| 
J 
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3 بز‎ 
‚2, i i ie (2) 

BE (2 〉 称 为 活动 标 架 的 运动 方程 。 如 巢 在 W 的 每 一 
ANRE е (N) 和 es:(N) 具 有 主 方向 , 则 活动 标 架 м, 
OD 称 为 曲面 六 的 加 当 标 架 。 

设 是 曲面 W 的 光滑 尔 量 场 ， 县 

En = ay (N) e e ,(N)+ a, (N)e, (N) 
那么 a 1, а :是 W 上 的 光滑 函数 ,矢量 场 也 能 夏 作 R? 内 的 
矢量 场 ， #55 

| 下 = DT, +Ë; (N). Tel, ODT, f 
其 中 Сї, 12,1.) 是 Rs 内 的 规范 基 。 对 于 在 曲面 W 上 的 
光滑 正则 曲线 y(t )， 可 用 E(t ) 表 示 矢量 y(t), 那么 
| а= ECT + Ealt) ist Balt Ts, | 
RHE, Éa, t Ae. AE 


Е/ (t= 2 ЗИ ‚(ОЯТ 
\* 


Bones Tine HSK. 

Ж ЖШ ЕЛЕ & МЕЛ ЖШ, Y(t ) 是 W 上 过 t= to 
HAMAR, Ay’ (t= h. KEDE EHR 
Y 的 导数 矢量 二 /(t 。) 在 曲面 的 点 M 处 的 切 平面 的 正 投影 称 
为 矢量 场 沿 矢量 上 方向 的 共 变 导数 。 撩 量 场 沿 了 方向 的 
共 变 导数 用 р, 主 表 示 ， 它 是 曲面 在 点 M 的 切 矢 量 。 如 果 
ÍL = ayeitarea, 则 有 公式 | _ 

D Es да, (h e+ das( H ) è,- 8.0! Ch) er 
+а ® ch) ёл 


кй» ЕЊЕ y 的 平行 矢量 场 ， 如 果 对 于 所 有 + 有 
122 


— 3 і 一 — 
dM= 之 o e.,de. 


Dy GE = 0, 
НЕЕ HHR y 的 任 一 切 矢量 方向 上 的 共 变 导数 等 于 零 。 

871。 从 款 准 正 交 活 动 标 架 的 条 件 可 得 到 和 矩阵 (o; ) 是 
反对 称 的 ， 试 证 之 。 

872 .因为 活动 标 架 的 УЭ: Ber, 、ez 是 曲面 切 平面 中 的 
Ж, WEAR C1) 和 (2 ) 中 形式 w = 0， 试 证 之 。 

873. KY (t ) 是 曲面 W 上 的 曲率 线 , 如 果 活 动 标 架 的 矢 
He ,是 曲线 y MOAB, Mot y(t1)(ei1) =0。 类 似 
地 ， 如 果 e :是 Y 的 切 矢 量 , 则 oj4y()(es) =0 。 试 证 
之 。 

874. 证明: 在 曲面 的 所 有 点 ， 下 列 法 则 成 立 ; 
1, ШЖ i = j 
0, mF i = j ' 

875。 如 果 在 曲面 W 的 每 个 点 矢量 e, Maur, et 
ər, Шо! = Z/Edu, o2= Сау, ЯНЕ, Сав 
第 一 二 次 形式 的 系数 ， 试 证 之 。 

876。 假 设 曲 面 W 的 参数 表示 (U, r) 的 举 标 曲线 是 
HRR, He, Мит, e,M9v r, 证明 1 -形式 oi5 
о! 可 表示 成 如 下 形式 


01087) =a! -| (i,j =1,2), 


wo! = /Edu, w= ба, 
0= - 0= qi/Edut+ qv Gdy, 
o=- Ф = р, v Edu, 《3 ) 


оў = ~ ® و‎ = Prv Gdv。 


877， 形 式 为 


n : n : 
aubi= 卫 fi bi, avbi dg: bj 


i 


1=1 1=1 
(Ci = 1，2 ,…,n) 的 微分 方程 组 ， 如 果 满 足 条 件 
n 
a (Zf 1lb)=ə, (Eg 1b), 
j=1 j=l 


则 称 这 方程 组 为 完全 可 积 的 。 它 的 特点 是 在 给 出 初始 条 件 
bi(uo, vod =b? 

时 存在 唯一 解 ， 如 果 形 式 oi、 of (8) 给 出 ， 那 么 活动 

标 架 的 运动 方程 等 价 于 下 面 的 方程 组 


9 uM=/Ee,, a M=/Ge,, ] 


| 

3 el = qiv 王 es+pivEesavel=qvGe， | 

一 -一 一 سے سپ‎ | 

9ues=~ div E €,,%e,= -qv Се +Pa Сез | 

— o — س‎ J 

Ə aez- pi VEe, әүе,=— px y Gero C4 
证 明 ， JEA (4) 完全 可 积 的 条 件 具 有 如 下 形式 : 

a, VE +q, VWEG=0,%uwWG=a.vEG, | 

(qı E)- o:(q,VG)= рр, EG, L 

| 

J 

5 


) 


э, (р,мЕ ) +р,амЕС= 0, 

э. (ру С) = p ip, ЕС, ( 
说 明 初 始 条 件 的 几何 意义 。 

878. 证 明 ， 如 果 1 一 形式 wi，w: 满足 条 件 (3), 
则 完全 可 积 的 条 件 〈5 ) .等 价 于 条 件 : 


dwo'!=-ao*A ai, dw*=a'!/Ao}, 


) 
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dof=afAo;, dot= olñA vw, 

й®;= or ol, 

879. WMR 1 一 形式 oi，o】 BERF G), NAH 
的 第 一 二 次 形式 可 宸 示 为 如 下 形式 ; 

ds?=dM’ -Edus+Gdvz。 试 证 之 。 

ёз, MEL —-Bite', o BERE (3), MEHIR 
的 第 二 二 次 形式 可 表示 为 如 下 形式 

ф,=-4М. de,=p,Edu*+p,Gdv?, 
TRUE Z о 

881. EB, EFE (3) Ap. fp EHH E EH 


882. 江 时 :在 一 曲率 ل‎ 
RAIM- суй N. KD, ER us S < 9 3 
2 
ERE RTA LT, Е 
ERAM + 1 ед, 
883。 证 朋 殉 拉 公 式 ， 
r= p cos p + pasint Фф, 
!。 证 明 ， аман 
p,x’+p,y%=+1 
885。 证 明 ， 曲 面 的 全 曲率 仅仅 依赖 于 第 一 二 次 形式 的 
FGA, 并 能 了 人 
K - ORG {э ( 


ve o, VE) - aut: „ДМ О} 
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886， 证 明 ， 曲面 上 渐 近 曲线 在 每 一 点 的 找 率 的 平方 等 
于 曲面 在 该 点 的 全 曲率 反 号 〈 员 尔 特 拉 米 一 一 后 涅 Д Z E 
理 ) 。 

887。 证 明 ， 曲 率 线 在 点 让 处 的 测 地 曲率 能 按 公 式 

Keldr-o= qıs KEliueo=— qa 
计算 。 

888。 证 明 公 式 

do?=-KolAa? 

成 立 ， 其 中 KK 是 曲面 的 全 曲率 。 

889。 证 明 ， 在 沿 曲 面 平行 移动 天 量 时 ， 拓 量 的 长 度 和 
它们 之 间 的 角度 保持 不 变 。 

890。 使 曲 而 上 的 曲线 为 测 地 线 的 充 要 条 件 是 它 的 单位 
切 矢 量 洛 此 曲线 是 平行 地 移动 的 。 试 证 之 。 

891，、 如 果 曲 面 上 的 单位 矢量 场 

r = cosp e, +sing e, 
在 曲面 上 沿 某 条 曲线 平行 移动 ， 则 在 此 曲线 的 各 点 有 

-dp=qivE dut+ q,ZGd v (6) 
试 证 之 。 

832 ,曲面 上 的 一 矢量 沿 曲面 上 单 连通 域 D 的 边 界 AL 
平行 绕 行 一 周 时 ， 矢 量 的 转角 等 于 这 个 区 域 的 积分 曲率 。 即 


АФ = | f Kdo, 
D 
试 证 之 。 
893。 曲 面 上 光滑 边界 线 工 围 成 的 单 连通 城 D 的 积分 曲 
率 和 这 个 边界 的 积分 测 地 上 翰 率 以 关系 式 
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| [Kdo+Gucds=25 


D L 
联系 ， 试 证 之 。 

894. 设 D 是 曲面 上 由 曲线 多 边 形 荆 围 成 的 单 连 通 域 ， 
那么 


n 
[|као+фк.а S+ 之 Qi=2K 
Eha, ape, aa 是 多 边 形 世 的 外 角 《〈 高 斯 一 一 骨 尼 定 
HB) ， 试 证 之 。 、 
_ 405. 如 果 曲 面 上 的 区 域 D 由 测 地 三 角形 AB C (AB, 
ВС, СА 18) 围 成 ， 它 的 内 角 相 应 为 a В. ү, 
则 


a+B+y=a+ | (Као, 
D 
TRUE Z 6 
8396。 在 一 单 连 朋 曲面 的 所 有 点 上 全 曲率 非 于， 证 明 在 
这 单 连通 曲面 上 不 存在 闭 测 地 线 。 


s19, # 题 


897. 曲面 
2x74+3y*+4z27-2x y ~ 4x +18y -162=0 
BJP Ж SA TEA iF КЕРЕШ BIR, K£ hm tE. 
898 .如 果 曲 而 沿革 条 曲线 与 一 平面 相 切 ， 则 这 条 曲线 
127 


的 每 一 个 点 是 曲面 的 抛物 点 ， 试 证 之 。 

899. 证 明 ， WARTE RRL 的 法 线 均 平行 ， 则 曲线 
L AIREA АБДЕШ ПИП Ao 

900。 如 果 在 曲面 S 的 球面 映射 下 一 族 渐 近 曲线 的 每 一 
条 都 对 应 为 大 园 ， 则 S 是 斜 直 纹 曲 面 ， 试 证 之 。 

901, 证 明 平 面 和 悬 链 面 是 仅 有 的 旋转 极 小 曲面 。 

992， 证 明 ， 在 直 纹 而 中 正 螺 而 是 唯一 的 〈 非 平 铬 的 ) 极 
小 曲面。 

903， 求 由 形 如 z = í Cy /x ) 的 方程 给 出 的 所 有 极 小 曲 
面 。 

903, 设 r = r (u, VÆRS HSE irer tan 
ES 的 平行 曲面 S$*" 的 方程 ， 试 用 曲面 S 的 全 曲率 和 中 曲率 
表示 曲面 S "的 全 曲率 和 中 曲率 。 

905 .已 知 曲面 的 中 曲率 为 非 零 常数 日 ， 在 曲面 的 所 有 
法 线 上 向 一 侧 截 取 线 段 二 条 ， 证 明 ， 这 样 建立 的 平行 曲面 的 
全 曲率 为 常数 。 

856。 证 明 ， 对 于 曲面 S 的 中 曲率 有 公式 


do-do’* 
? ado 


H= lim 


а — 0 
其 中 4d оа o "分别 为 平行 曲面 3 和 53“ 的 面积 元 素 。 
907。 证 明 ; 任意 一 极 小 曲面 片 的 面积 不 会 小 于 相应 的 
平行 曲面 片 的 面积 。 
908. 证明: 曲面 $ 的 球面 映射 的 面积 与 相应 的 曲面 Fr 
S 的 面积 的 比 的 极限 按 其 数值 和 符号 等 于 曲面 的 全 曲率 。 
909. 证 明 ， 如 果 曲 面 的 主 曲率 半 径 之 一 是 芝 Ж, WK 
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曲面 是 半径 为 常数 ， 中 心 在 某 曲线 上 的 球面 族 的 包 络 。 

910。 已 知 直 线 系 ， 

x=tz+p,; y=p z+ ыз, 
其 中 t 和 Dp 是 参 变 量 ， 在 P R t 之 间 有 怎样 的 关系 时 这 些 直 
RBA RH? REH XE HEHEHE SPREE, FRX 
些 曲 而 与 平面 x Oy 的 交 线 。 

911。 圆 柱 曾 与 不 平行 它 的 轴 的 平面 相交 ， 在 圆柱 面 与 
平面 贴 合 时 交 线 变 成 怎样 的 曲线 ? 

912。 已 知 一 球面 和 一 直线 4d ， 求 过 直线 4 的 平面 族 在 
球面 上 的 截 线 的 正 交 轨 线 。 

913. 如 果 质 点 在 没有 外 力作 用 下 沿 某 个 曲面 强迫 移动 ， 
划 质 点 将 沿 测 地 线 移动 ， 试 证 之 。 

914。 由 一 已 知 点 向 曲面 的 所 有 切 平面 上 引 垂 线 , 由 刁 足 
.构成 的 图 形 称 为 划 面 关于 已 知 点 的 垂 足 曲面 , 求 曲 面 F(x， 
y, ) z= 0 关于 坐标 原点 的 垂 足 曲面 。 

915 一 917。 求 下 列 曲 面 关 于 坐标 原点 的 垂 足 曲面 。 


2 2 
(915) + £ te +e!’ Spel, e,e’=1, 


(918) “+p 22, 


(917) xy=az, 

918. 1: RA FJ RBH MELAS FHL. 

919。 试 说 出 什么 样 的 曲面 ， 其 第 一 二 次 形式 为 
ds?=E(u)du*+G(v)d v?? 

920。 怎 样 的 曲面 其 第 一 二 次 形式 的 系数 能 变换 成 常数 ? 
921. ЕЗ: 在 曲面 贴 合 时 测 地 线 仍 变 为 测 地 线 。 
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922。 如 果 曲 面 上 有 两 族 这 样 的 测 地 线 ， 一族 测 地 线 Ж 
另 一 族 测 地 线 成 固定 角 ， 则 这 曲面 是 可 展 的 ， 反 之， 任意 可 
展 曲面 必 存 在 两 族 具 有 上 述 性 质 的 测 地 线 。 试 证 之 。 

923， 证 明 ， 锥 曲 上 调 地 线 的 密切 面 到 锥 面 顶点 等 距 , 反 
之 ， 锥 面 上 有 上 述 性 质 的 曲线 是 测 地 线 。 

924。 证 明 ， 两 个 具有 相同 常数 全 曲率 的 曲面 彼 此 可 以 
贴 合 。 

925。 证 明 ， 所 有 全 曲率 为 正常 数 的 曲面 可 贴 合 到 球面 
上 。 

426。 证 明 ， 所 有 全 犁 率 为 负 常 数 的 曲面 可 贴 合 到 OR 
面 上 。 

927。 证 明 ， 在 正 螺 面 贴 合 到 县 链 面 时 ， 一 个 曲面 上 的 
申 率 线 和 淘 近 曲线 分 别 变 成 另 一 曲面 的 渐 近 曲线 和 有 曲率 线 。 
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第 五 章 ”曲线 和 曲面 的 仿 射 性 质 


我 们 研究 的 是 在 网 几 里 德 空间 R * 中 的 曲线 和 曲面, 欧 氏 
空间 与 仿 射 空间 的 区 别 是 在 其 上 存在 度量 。 前 面 研究 的 曲线 
和 曲面 的 所 有 性 质 都 是 关于 在 民 : 中 运动 不 变 的 ， 而 称 为 度 
量 性 质 。 然 而 这 些 性 质 中 的 许多 性 质 关 于 空间 R * 更 一 般 的 
变换 ， 即 仿 射 变换 也 是 不 变 的 。 这 些 性 质 称 为 仿 射 性 质 。 将 
点 M (z, y, 2) JARAM’ Cx’, y’, 2 7) 的 任意 一 
个 仿 射 变 换 可 由 ， 

K’=a,;X+ a4 yey taygZ+ ayy 

у'= а, х+аззу +азз2+аз, 

2 = аз, х+аз,у +азз2 +аз› 
给 出 ， 其 中 矩阵 (aii) EWR. WREE (Gai 又 是 
正 交 的 ， 则 这 个 变换 是 运动 。 

928. RARER :的 仿 射 变换 , r = r (t ) 是 Rs* 中 的 
曲线 ， 那 么 其 合成 .2 o r (t ) 是 及 s 中 的 曲线 ， 试 证 之 。 

929。 证 明 ; 仿 射 变换 将 线 变 到 线 ， 即 线 的 概念 是 仿 射 
性 质 。 | 

930。 证 明 ， 仿 射 变换 将 曲面 变 到 曲面 ， 即 曲面 的 概念 
是 仿 射 性 质 。 

931。 如 果 (U,r) 是 曲面 5 的 参数 表示 ， 而 .wp 是 仿 射 
F, MU, Zor) 是 曲面 op( 5 ) 的 参数 表示 ， 试 证 之 。 
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932, 证明， 曲线 的 切线 的 概念 是 仿 射 性 质 。 

933。 证 明 ， 曲 面 的 切 平面 的 概念 是 仿 射 性 质 , 即 曲面 的 
切 平面 在 仿 射 变换 下 变 为 变换 曲面 的 切 平 面 。 

934。 如 果 在 平面 上 的 单 参 数 曲 线 旋 或 空间 中 的 单 参 数 
曲面 族 具有 包 络 ， 则 经 仿 射 变换 得 到 的 族 辐 样 也 具有 包 络 ， 
此 包 络 是 原 族 包 络 的 象 ， 斌 证 之 。 | 

935。 证 明 ， 直 纹 曲 面 的 概念 是 仿 射 性 质 。 

936、 证 明 。 可 展 曲 而 在 仿 射 变换 下 变 为 可 展 曲 面 , 且 原 
曲面 的 着 线 变 为 变换 后 曲面 的 脊 线 。 

937。 证 明 ， 和 斜 直 纹 曲面 在 仿 射 变换 下 变 为 斜 直 纹 曲 面 。 

938。 证 明 ， 曲线 的 密切 平面 的 概念 是 仿 射 性 质 。 

939 一 957。 说 明 下 面 指出 的 概念 哪些 是 仿 射 性 质 ， 哪 些 
是 度量 性 质 ， 

(939) 平面 曲线 。 

(940) 曲线 的 曲率 。 

(941) 平面 曲线 的 渐 缩 线 。 

(942) 曲线 的 挠 率 。 

(943) 曲线 的 主 法 线 。 

(944) 曲线 的 付 法 线 。 

(945) 曲线 的 法 平面 。 

(946) 曲线 的 从 切面 。 

(947) HEAR AED ED A, 

(948) 曲面 上 的 渐 近 曲线 。 

(949) 曲面 上 的 曲率 线 。 

(950) 曲面 上 的 测 地 线 。 

(951) ШШЕ he, 
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(952) 曲面 的 中 曲率 。 

(953) 21012 77 #8181, 

(954) 中 曲率 为 零 的 曲面 〈 航 小 曲面 ) 。 

(955) HMMA, MH APM 

(956) 曲面 的 加 点 。 

(957) 出 面 的 平 点 。 

958。 求 连结 椭圆 共 罗 直 径 对 的 端点 的 直线 族 的 包 络 。 


559。 求 过 桶 加 a +a = 1 的 点 对 的 直线 族 的 包 络 


的 方程 ， 这 种 点 对 同 椭圆 中 心 一 起 确定 的 椭圆 扇形 有 闻 定 面 
积 S。 

960。 求 截 交 和 角 为 2a 的 两 直线 有 固定 面积 S 的 三 角形 的 
直线 族 的 包 络 方程 。 

961。 求 截 已 知 抛物 线 y = a x“* 有 固定 面积 S 的 弓形 直 
线 族 的 包 络 。 

962。 证 上 明 ， 沿 斜 直 纹 则 面 的 一 母线 作 昌 面 的 渐 近 ЇН 线 
的 切线 ,由 这 些 切线 形成 的 图 形 是 单 叶 双 曲面 或 双 曲 抛物 面 。 
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520, Ж F 场 


数量 场 定 义 为 数量 函数 
u=u(P)=u(x, y, z)=u (т), 
其 中 P(x ,y ,z ) 是 空间 的 点 ， 而 r = xityjt2ke 
该 点 的 径 矢 。 
如 栗 存 在 这 样 的 坐标 系 ， 使 函数 ua 不 依赖 于 z Вр 
u=u(x, у), 
Ши = u (P ) 称 为 平面 场 。 这 种 场 在 平行 O z 轴 的 每 一 条 
直线 上 具有 相同 的 信 。 因 此 ， 通 常 仅仅 在 x O y 平面 中 研究 
它 。 
曲面 u(x,y,z)=C， 其 中 C= 常数 ， 
称 为 数量 场 的 分 层 曲 面 。 
在 平面 场 时 分 层 曲 面 
u(x, y)=C (1) 
是 母线 平行 Oz 轴 的 柱 面 。 
如 果 平 面 场 仅仅 看 作 在 x O y FHL UPR DALE 
的 分 层 曲 线 的 全 体 。 如 果 定 义 数量 场 的 函数 
u (т) =u(x,y, z) 


是 连续 可 微 的 ， 则 称 矢量 场 
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为 这 个 场 的 梯度 。 
Bu ЁШ Р(х,у, z ) 的 梯度 指向 分 层 曲 面 
u (x,y,z) =C 
过 点 工 的 法 线 方向 ， 这 个 矢量 对 于 场 的 每 个 点 按 其 摸 


jgradu] у برط‎ Gye CE 


和 方向 给 出 函数 ， 变化 的 最 大 过 度 。 数 量 场 的 模 度 记 用 符号 
Vu Жл, НИНУ COED . KF 


cus ата зт зар 
9 x 3 了 9 z 
VE HEMDE (BEME : 
ma — 9 — 9 
уч i-t Jz + 


Эх 
将 它 作 用 于 数量 场 4 上 ， 就 给 出 gradu， 为 方便 起 见 ， 这 个 
算 子 可 看 作 符号 矢量 ， 并 适用 一 般 的 矢量 代数 法 则 。 例 如 ， 


т ә 4 ә 
pe Va xy + y -— 
3 ¥ Yay 25 z ° 


BEH u (P ) 沿 着 矢量 


а=а, itary ј+а, k 


给 出 的 | 方向 的 导数 根据 公式 : 
au ә tt 
aT =a cose toy cosB +2 Sosy 
计算 ， 其 中 ， соза=-©®—, соѕВ = 一 一 一 ， 
a |’ | a | 
cosy =A, fal =Va +a жа 2, 
ia | 
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数量 场 的 方向 导数 和 梯度 由 公式 


联系 。 其 中 a 。 是 已 知 方向 的 单位 矢量 。 
若 数量 场 在 某 点 沿 任 何方 向 的 导数 等 于 零 ， 则 此 点 称 为 


这 个 场 的 稳定 点 。 
963 一 967。 求 平面 场 〈 仅 看 作 在 工 D 了 平面 上 ) 的 分 层 
曲线 ， 
(963) u = x*+y?。 (964) u=x*-y?, 


(965) u=y/x?, (966) u=2x/(x*+y?), 
(967) u = (2x -y+1)/x?, 
968 一 971。 求 下 列 数 最 场 的 分 层 蝎 面 。 
(968) u= x +y +z. (969) u= xii yz zt 
(970) u = x°+ ¥? ~— z, 
(971) u =x? + yt+(z +8) + x+y + (z- 8)? 
972。 求 数量 场 
u=x*-2x?y+xy?+]1 
在 点 M(1，2 ) 沿 连结 此 点 与 点 N (4，6 ) 的 矢量 方向 的 导 
数 。 
973， 求 数量 场 
| u=xy*+z2z'-xyz 
在 点 M(1 ,1 ,2 ) 沿 与 坐标 轴 的 光 角 为 Q =60°, В =45°, 
Y=690 的 方向 的 导数 。 
974 一 975。 求 下 列 数 量 场 的 稳定 点 ， 
(974) u = x š+ y -3X7。 
(975) u=2y’+27%-xy-yurdx, 
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976 一 979。 求 下 列 数量 场 的 梯度 ， 

(976) п= х? +2у?+322- ха+у2- ху, 
(977) u = x+ y + 2° – Захух, 

(978) u = x y z e Yt, 


x+y+zZz-xy z 
(979) u =arctg у У LET. ° 


980。 求 数量 场 u = x+ yt-3x yHAM(2, 1) 
处 的 梯度 。 

81。 求 数量 场 u=ax*+y*+ 222M (2,- 2 
1) 处 梯度 的 模 和 方向 。 

982。 求 数量 场 u =x? + 2y? + 322 + xy + 3X - 2y – 62 
TEH O0(0,0,0), A(2,0, 1HBE HEMD, EW 
些 点 处 梯度 等 于 零 ? 

983 一 984。 求 下 列 数量 场 在 两 已 知 点 的 梯度 间 的 夹 角 。 

(983) u=In(y/x), AC1/2, 1/4), В(1,1) 


A(1,2,2),B(- 8,1,0) 


НИ‏ کے 
u = хї+у?+2??‏ )984( 


985. RMBBwu=x*t+y?- Z2 和 7Y = arcsin 二 x 


+y 
在 点 M(1 ,1，w7) SRE HRA, 
986. МЕЖЕЮ u =5x2yz-7Xxy2z+5xyz2 在 
点 M(1 ,1 ,1) 处 沿 矢量 a =81-4 5+ 8 下 方向 变化 的 
性 质 ， 求 该 场 变化 速度 的 值 。 
987。 求 点 ， 使 在 该 点 函数 u = ln Cy + 1) 的 梯度 等 


25 
于 一 ei + 1° 


x? y? z 2 
988, R u = at + b: + cz 在 点 M(x ,y , Z0 
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沿 它 的 径 矢 r 的 方向 的 导数 ， 在 什么 情况 下 这 个 导数 将 等 于 
梯度 的 模 ? | 
989, Еи = и (х,у, 2) у=үу‹(х,у,7) 
的 梯度 方向 的 导数 ， 在 什么 情况 下 这 导数 将 等 于 零 ? 
990—996, 证明 下 列 公式 的 正确 性 : 
(990) grade = 0, c = 常数 。 
(991) grad(u + v) =gradu +gradv, 
(992) grad( uv) =vgradu + ugrady, 
(993) вгай(с u) =cgradu, c = ЖЖ, 


(994) grad () ed ugrady. 


(995) gradf(u)= £’Cu)gradu, 

(996) gradu" = nu" gradu, 
997 一 1004。 在 下 列 情况 下 ， 求 由 r+ =r | 决定 的 数量 

场 的 梯度 ， 

(997) gradr, (998) grad f (r) o 

(999) grad r ', n 是 自然 数 。 | 
(1000) grad(t/r) (1001) gracd(Inr) 。 
(1002) grad(c =r), HFR, 

(1003) grad (Cae r)/ (b+ т)),а, bk, 
(1004) grad(cxr)*, ce HK. 
1005- 1007。 证 明 下 列 公式 的 正确 性 : 


(1005) gradf(u,v,w) = 一 ° Í -gradu + 5 of yy Brady 
+ teradw. 
(1006) Cr .YY)ra=narn。 
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(1007) Cu‘ VJr = Vo 

1008、。 求 数量 场 f (u,v ,w)》 梯度 的 计算 公式 ， 这 个 

数量 场 由 三 个 正 交 的 曲线 坐标 的 函数 给 出 。 

1009， 求 数量 场 在 柱 面 坐 标 下 的 梯度 计算 公式 。 

1010 一 1014。 求 下 列 在 柱 面 坐标 下 的 数量 场 的 梯度 ， 
(1010) u = z + rq, (1011) u = z r Qe 
(1012) u = zsing + г. (1013)и = zcosm+r?, 
(1014) u = zsin? yp +r 3, 

1015。 求 数量 场 在 球面 坐标 下 的 梯度 计算 公式 。 

1016 一 1020。 求 下 列 在 球面 坐标 下 的 数量 场 的 梯度 : 
(1016) u = рф, (1017) u= рө, 

(1018) u = p Ü ç, (1019) u = ọsin +p, 
(1020) u = Û соѕф+ р, 


矢量 场 定 义 为 点 的 矢量 函数 
a=a(P)=a (r)=a (x,y,z)i+a;(x,y, 
z) j+a,(x,y,z) k, 
其 中 P(xz，,y，2z ) 是 空间 的 点 ，T = x i+ y j+ zkEE 
的 径 矢 。 若 曲线 在 每 点 的 切线 具有 矢量 a (了 ) 方 向 ， 这 种 曲 
线 称 为 和 拓 量 场 的 矢量 有 曲线。 矢量 场 的 矢 EHR (DR, 流 
Зо 可 由 微分 方程 组 : 
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求 得 。 
ЖИШШ. diva = ахаа A= Va 
称 为 矢量 声 
a(P) =axirayjraxzk 


的 散 度 CREE) o 


FEM rota = GPD T+ 62-257 
ea Эа س‎ 
+ Grp 
RARBG а (了 ) 的 旋 度 〈 涡 流 ) ， 或 记 为 符号 
T j F 
一 | 3 ә 9 
ха ee э š э; 
as a, | 
积分 


ff (a xcos a + аусоѕ В + a ;cos y )d c 


s 


(其 中 a "是 矢量 a 在 矢量 a 方向 上 的 投影 ，》 称 为 矢量 场 - 
a (P ) 在 曲面 S 的 法 线 单 位 矢量 a (cosa, соѕ В, cosy) 
所 确定 的 一 全 通过 曲面 S 的 流量 。 | 

如 果 S 是 围 区 域 V 的 闭 曲 面 ， 而 na 是 它 的 外 法 线 单位 矢 
siku kia Sia 


用 وا‎ av 
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-f | Ca «eos a + aycosB + a ;cosy)d o, 


或 为 矢量 形式 ， 
[азва | [ado 
JQ. lg 
矢量 a 沿 曲线 荆 的 曲线 积分 由 下 式 确定 ， 
Га. d r = | a ds = Гаа азбу жа іг , 
L L L 
其 中 a ,是 矢量 a 在 曲线 工 的 切线 上 的 投影 。 曲 线 积分 表示 
了 矢 景 场 沿 曲线 L 的 功 。 如 果 曲 线 上 是 闭合 的 ， 则 曲线 积分 
称 为 矢量 场 a STARR LW. 
如 果 闭 曲线 L 是 定向 曲面 S 的 边界 ， 则 有 斯 托 克 斯 公式 


фт. dF | оа с, Е 
L 5 


Ж п 是 确定 S 方向 的 曲面 法 线 的 单位 矢量 场 ， 而 二 的 定向 
与 S 的 定向 一 致 。 
ЖЖ: 
а =ргайи, m 
其 中 u =u (r) EREGAS (СШ at , MRED 
a (r) 称 为 势 量 场 。 
定义 在 单 连 道 区 域 的 矢量 场 a УННУ АЕ Е, 
rota =0, 
在 这 种 情况 下 ， 势 4 由 方程 


du=axdx+aydy+adrz 
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HE MRS u 是 唯一 确定 ， 则 
fa. d r =u(B)-u(A), 
AB 
特别 是 ， 矢 量 场 & 沿 任何 闭 曲 线 的 环 量 都 等 于 零 。 
如 果 在 一 个 矢量 场 & (r) 的 每 一 点 有 
diva=0 
则 称 矢量 场 a (r) 是 管 量 场 。 在 这 种 情况 下 ， 通 过 任何 闭 
曲面 的 矢量 流量 等 于 零 。 
如 果 矢 量 场 同时 是 势 量 场 和 管 量 场 ， 则 
div(gradu)=0, 
且 势 函数 u 是 调和 函数 ， 即 满足 拉 普 拉 斯 方程 


3 2U əš u a2y 

эх? ay?” әд? T 
或 Au=0, 
其 中 

9 š ә? ә 2 
a T 2. 2а ~ 

A= = ə xz Ty әр? 

是 拉 普 拉 斯 算 子 。 


1021 一 1025。 求 王 列 矢量 场 的 矢量 曲线 ， 

(1021) a= — с y i+ c xi, c 为 常数 。 

(1022) a=xityjtazk, | 

(1023) а= x i+ у? j+ zt k, 

(1024) a=yitxj. 

(1025) а= x i+ y j + zk. 

1026 一 1027。 求 下 列 矢 量 场 的 散 度 ; 

(1026) r = xyzi+(2x+3y+z) j +(х?+ 22) Е 
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(1027) r= (@x?y*?-z*+y 2-5) i 
+(4xŠy +XZ+2)j +( xy-3x z?-3)k, 

1028 一 1032。 证 明 下 列 公式 的 正确 性 ， 

(1028) dive =0, CREEK, 

(1029) div (a+b) = diva + dirb. 

(1030) div (са) = cdiva, c 是 常数 。 

(1031) div (и а) =u diva + agradu, 

(1032) div (uc) =cgradu, c BY, 

1033—1040. EPA РКАН Е. 

(1033) dirr. (1033) drv (f(r)r)., 

(1035) div (T/r). (1036) div (гг), 

(1037) div(gradf(r))。 (1038) div(gradu), 

(1039) div( u gradu) o (1040) div(u gradv), 

1041—1046. Hc Alc ,是 常 撩 ， 在 下 列 情况 下 求 矢量 

场 的 散 度 ， 

(1041) div (r ce), (1042) div (т? ©), 

(1043) div(f(r)e), (1044) div (r xe) 

(1045) div (r+ c,)e, 

(1046) div (т-с) г, 

1047—1048. He BME, ИЖ 

(1047) div (e+ r) е, 

(1048) div Cex (r x e))o 

1049. Ж 
div TY T Z 

xy z 


1050 一 1051。 求 满足 下 列 方程 的 函数 f(r ): 
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(1050) div(grad f (гу) = 0 
- (1051) 2r div(gradf(r)) =div(r/r), 
1052。 求 矢量 a 在 正 交 曲线 坐标 t 、Y 、Ww 下 的 散 度 公 
式 ， 如 果 它 的 第 卡 尔 直角 坐标 Xx 、y 、z 表示 为 公式 ; 
x=f(u,v,w), y=getu,v,w), 
z=h(u,v,w), 
1053。 求 在 柱 面 坐标 下 div a 的 表示 式 。 
1054。 求 在 球面 坐标 下 div a 的 表示 式 。 
1055 一 1056。 求 下 列 矢 量 场 的 旋 度 : 
(1055) а =y?z it+zt*x j+x? yk, 
(1056) a = x y zi+(2x +3y -z ) j +(x2+z2)k 
1057 一 1059。 证 明 下 列 公式 的 正确 性 ; 
(1057) rot(a + b) =rota + rotb, 
(1058) rot(u а) = urota + grad u x a, 
(1059) div Ca xb) = Б -гоға – а -гоёБ. 
1060 一 1067。 设 “和 :是 常 矢 ， 在 下 列 情况 下 求 A E 
场 的 旋 度 ， 
(1060) rotc, (1061) rotr 。 
(1062) rot (r xc) „ (1063)(rot(r ` с) т) 
(1064) rot( (r су) с), 
(1065) rot( (C€ Xr) хе, ), 
(1066) rot(f£(r)r), (1067) rot(f (г) с), 
1068—1071. 证 明 下 列 公 式 的 正确 性 ， 
(1068) rot(gradu) = 0, 
(1069) div(rota) = 0, 
(1070) div(gradu) = Ли, 
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(1071) rotrota =graddiv a ~ ^ а, 


а = ла; і + Aay jt ^а, k. 

1072， 利 用 奥 斯 畦 洛 格拉 得 斯 基 公 式 证 明 ， 和 矢量 场 
a = 了 通过 围 成 体积 为 V 的 任意 区 域 的 封闭 曲面 的 流量 等 于 
ЗУ 

1073. 计算 矢量 场 a-xy2irx2y 了 +zEE 通 过 由 坐 
标 平面 x = 0, у= 0, 2 = 0398914 — z = x+y? 
在 第 一 封 限 的 部 分 所 形成 的 封闭 曲面 的 流量 。 

1074. HARE a = х?%1+у spre tk 
x + y+ 22= 及 2 的 流量 。 

1075。 计 算 点 电荷 9 的 电场 强度 场 


r 
Е - ar 


r 
通过 以 半径 为 a 中 心 在 电荷 点 的 球面 的 流量 。 
1076。 计 算 点 电荷 q 的 电场 强度 场 


_qr 
Ee" у 


通过 球面 


通过 不 含 电 荷 q 本 身 于 内 的 封闭 曲面 S 的 流量 。 
1077。 计 算 矢 量 场 a = x yi+(y+z)j+(x+2z)k 
通过 平面 2x + y + z = 2 在 第 一 卦 限 部 分 的 流量 。 
1078. 计算 矢量 场 a -xsi*ysj+zsk 的 流量 ， 
1) 通过 圆锥 面 
x?+y? 22 


рт = yr (0<2<H) ШН, 


2) 通过 上 述 锥 面 的 整个 曲面 。 
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如 果 S 是 所 围 体积 为 V 的 封闭 曲面， 而 a 和 b 是 
HR, Й 


If Guest. Dv 


试 证 之 
1080. 计算 矢量 a = xsi -ys3j 沿 圆 r =Reosti 
+ Rsint j 的 第 一 象限 部 分 的 曲线 积分 

1081。 计 算 和 失 量 r 沿 螺旋 线 x = асоѕф, у = аѕіпф 
2= ЪФ, Ky = 0 到 q = 2 x 一 圈 的 曲线 积分 。 

1082. 计算 矢量 场 a = y i - x j 沿 由 坐标 轴 和 星 形 线 
r= Reossti+ Rsinst j 在 第 一 象限 部 分 所 形成 的 闭合 
НЕГЕЕ, 

1083. 计算 矢量 场 a = y? i Н = b costi + 
c sint j 的 右 半 部 分 和 O7 轴 的 线段 形成 的 闭合 曲线 的 环 量 。 

1084. FERRE a = уі г = bcosti + (b + 
b sint) j 的 边界 的 环 量 。 

1085。 计 算 和 撩 量 场 48=~yi+xj 了 + c 人 的 环 量 ,其 
中 c 是 常数 ， 

1) WER xt+y*=1, z=0 | 

2) 沿 圆周 (х- 2)2+y2=-1，z=0。 | 

1086. 借助 斯 托 克 斯 公式 计算 矢量 场 a = х'бу® +] 
+ zk FEHR x + y2= R2, 2= 0 的 环 量 ， 将 半球 面 
z =, R?-x?- у? 看 作为 已 知 圆 所 围 的 曲面 。 

1087—1089. тайказан, MRE HES 
u ЖЩ 
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(1087) a = (xty-4xy)i+ (3x? 
(1088) а = 
а 


(1089) =y z(2x +y +2) i + х2®(х+2у +2) j 
+ху(х+у+22) k, 


-2y) je 
(y+ z)i+(x+z)) +(x+y)k 


1090. Җ®Жа=тг (сх r) 是 管 量 场 吗 ? 其 中 c 是 
BR. 


1091. 8: 仅 当 f(r)=k/rs 时 ， 矢 量 场 
a=f(r)r 是 管 量 场 ， 其 中 k 是 常数 。 


147 


解 答 


8. 是 的 。 反 过 来 不 正确 。 事 实 上 ， 在 开 的 半 平 面 上 由 


AR: 


ХФ 了 
__ CST? Fett? HOR x 之 0 
r(x, y= x 
C OY: 2 + y 2? “Sx? тур, ,如 果 x<0， 
yoo, 
y>0, 


APH RATE Oy 的 点 上 是 不 连续 的 。 昌 然 | r(x, 
y )| = 1 , 即 函 数 | r(x，7 )| 是 连续 的 。 

21, атт, 22 2rfer” 23, r'ar” 

24. (т, ги, тә), 

25. Cx Ox ES EDX Cr) 

26. afte 

27。 引 入 符号 T， =F M ,r, = Е.М (4), Ж 
T,= Е.Е,+г,, 微分 这 个 等 式 ， 得 ， 

ат, = йг, (ж) | 

据 椭 圆 定 义 ， ri+r2=2a。 微分 ， 得 ， d ritd г.=0 


这 样 
T°. фт, + т dr,= 0 (ж *) 
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wo = Ts To = r ° 
其 中 а Гү re їз 
由 等 式 ( 米 ) 和 ( 米 +) 

(т +т?Ф) dr,=0 (жож *) 
kar? tri 是 沿 着 直线 下 , M 和 下 ;这 间 的 角 平 分 线 方 


А. ЕНТ (w*<) Kids ;垂直 于 矢量 r? + r, 
因此 矢量 d r , 沿 上 面 那个 角 的 另 一 平分 线 方向 。 
28. 1, 


29. 不 能 得 出 。 CRE At =tolif (Е 0) = 0, 
则 导数 (3 | To) 不 存在 。 


t= to 


30. 1 ) 不 能 ,由 矢 函 数 的 例 r(t)= (cost, sint) 
可 表明 。 
2) 不 能 ，1) 中 的 例 即 可 说 明 。 
。 必 要 性 显然 。 下 面 证 明 充 分 性 ， 设 
r/(t) =@p(t)r(t) (ж) 
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Mer (Е) = фе) е(ё) (жж) 
Be lect] = 1。 微 分 等 式 (кж), HAA сю, 


ple+be’= pp e, 
ERA e RR, REY e= 0 。 因 为 由 关 0 ,Ш( е”)? 
= 0， 因 此 .e AH. 


31. Жатай = Нака г', г", г ФШ 
By Мат Oras тусо, S o Fe =0, H g 
‘aler/+asr%=0,Ral’+r’=0 ; Ша’ гна · 


t=O als т^ = н, ‘al | r'Hiall г”, 
即 a | а’, Яах. Яна. т’ = 0 可 求 
得 (ar)=0 即 a'Tr= 常 数 。 因 此 曲线 位 于 垂直 于 夭 
量 a 的 平面 上 。 

注 ， 矢 函数 a 有 导数 ， 因 为 & = (т/х г") 
而 根据 矢 函 数 的 条 件 т 是 有 包括 三 阶 在 内 的 导数 。 

35. 3331г’) = ф(і)а, а, Н 

r(t)=| ect)d ta+b, (*) 


如 果 t+ ER Cty, t 上 变化 ， 则 方程 (# ) 给 直线 段 。 
36。 取 径 矢 为 r ,的 点 为 坐标 原点 ,而 取 矢 量 + Mr, 
为 Ox О у HEA, (一 般 说 来 这 坐标 系 不 是 直角 坐 
ЖЖ) 。 这 样 ， 曲 线 的 参数 方程 为 x = t，y = t*。 因 此 
y = x *， 这 是 抛物 线 方程 ， 如 果 矢 量 f Mr HA, W 
得 到 半 直 线 或 直线 。 
37。 直 线段 。 


38. Wier, = 0, RR, 如果 rf ，= 0, HB. 
150 


39， 如 果 质 量 为 下 的 质点 在 中 心力 作用 下 的 轨迹 是 


r=r(t), 则 F=mr”= a r, 其 中 a =a(t) 是 某 个 
数量 函数 。 余 下 证 明 ， 如 果 r (t ) 是 满足 条 件 


mr”=ar (>) 
的 某 个 动 点 的 轨迹 ， 则 运动 轨迹 是 平面 曲线 。 
对 tt 微分 等 式 〈* ) : 
mr” career see а г’ 


即 在 每 个 时 刻 矢 量 z yr", "KE. RR! Яг” 
TRR ЖИБЕ ЕШШ, MR MT Ж 
线 ， 则 由 35 题 知 轨迹 为 直线 。 

40。 证 明 可 从 函数 y = x 的 反 函数 不 光滑 得 到 。 

45. É ([，r =r(t)) 是 曲线 y 的 参数 表示 ， 其 中 
I=) a, B [， 则 参数 表示 (1, р=р(т)) 等 价 于 


(TI,r)， 其 中 J=]-B，-ar р(т), =т(- 7), 


参数 表示 (1, r) Яп (1, p) 确定 各 种 定向 曲线 。 曲 线 ， 
Y 的 任 何 £ 数 表 示 通 过 具有 正 导数 的 参数 变换 与 (TI ,r) 
R (1, р) ЖЖ, 

49。 必 要 性 显然 。 证 明 充 分 性 ， 设 了 EEMS WJ (E 
意 确定 信 ，7 为 垂直 已 知 平面 的 单位 A S, Mor- ns 
0, E Eso, BERRI, I= (тз, у) 
iTo): n, Foy =r ‘n=O, 5 Í=ə r-n 
= 0 。 这 就 是 说 : 
fu, у) = 9, Hf (ueve)= (oTo) = 0; 
Hilu, v)=0, Bl (r - ro) ° n = 0, REE 
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方程 。 

50. PDF iii. 

51. FEF Mio 

52， 双 曲 柱 面 。 

53. HDMi) Elo 

55. x =Rcosucosv, у = К соѕиѕіпу, 
z=Rsinu ( 5) 

56. x = acosucosv, у = bcosusinv, 
z=Csinu ([ 6) 。 

57. X= p ucosv , y=qusinv， 
®=пц°/2 (图 7) 。 


58. x=achucosv, y=bchusinv, 2 = cshu 
(图 8) 

59. х= ashucos v, y = bshusinv, z= echv 
《图 9 ) 

60. х= асоѕу, y=bsinv, z=u (图 10) 。 

61. x =u, y =u2, z= v (图 l1) 。 

62. x аси, y =bshu, z=v (图 12) 。 

63. x =a ucosv, y=businv, z=cu (图 13) 

65. 1) 不 是 。 例如 ， WF RR: 

2a u°? au(u?-1) 
mapa Fp oY 


所 指 的 集合 是 柱 面 ， 它 的 准 线 是 丈 索 线 。 
67. 1) 去 掉 一 条 射线 的 平面 。 
2) O<r <o, 0<9<2 To 


8) и= гсоѕф, у= гѕіпф, 
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68 ,选取 过 点 F 1!:，F (814) 并 有 由 点 FE Е, 
方向 的 直线 为 Ox 轴 ， 取 线段 F 1 下 ,的 中 点 为 坐标 原点 。 那 
样 ， Fi(-b, 0), F:(b， 0). 对 于 所 求 图 形 的 任意 点 
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M(x,y)# 

IFiMI]= /(x+b):i+y:,|F,M|= (x - Б)? +y? 
据 题 中 条 件 ， V(x+tb) + y P(x = b)* + y Fa atm) 
这 就 是 所 求 图 形 的 方程 ， 去 根 号 ， 

C(x+b)?+y?7)] Cix- Ь)?+у?%] =a*,(* *) 
BR, FEC ) 和 (六  ) 是 等 价 的 ， 展 开 括号 并 合并 同类 项 
得 ， (x24 y*)?-2b2%(x?-y*)=a‘4-b* 

这 是 卡 西 尼 卵 形 线 方程 (图 14) 。 用 极 坐标 x = r cosy, 
y = rsin 中 代 到 这 和 卡尔 直角 坐标 表达 式 得 


r = b costo + >- sin'zo 。 这 就 是 所 求 图 形 的 极 


b 
坐标 方程 。 

在 a =b 时， 图 形 称 为 贝 努 利 双 纽 线 〈 图 15) ， 它 的 方 
程 是 (x*+ y?)?=2a7?(x*2-y*) ，r2=2a2cos 中 ， 
fra < b 时， 图形 既 不 是 曲线 的 象 ， 也 不 是 线 。 贝 努 利 双 纽 
R (а=) 是 曲线 的 象 ， 但 不 是 线 , 在 a > b BF RAEN 
形 线 是 绕 和 曲线 的 象 。 
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69. x= у2(2а- х), г =2аѕіп? ф/соѕф, (图 


16) ， 方 程 的 参数 表示 能 化 为 ，x = 2аѕіп? Фф, 
2a 


: 2а 
= 3 BS mir = L 
у =2аѕіп? ф/соѕф, RX 1+2 Y)“ t(1+ t2) 


(t =ctg 中 ) : 


基 阿 克 列 斯 蔓 叶 线 不 是 线 。 


a Š 


70. y 三文 5 as 
71. r =a go ([ 18) 
72. r = roek9， 其 中 中 = ot (AID 。 
73。 (x*+y?)§-da*x*y?=0,r = аѕіп2ф (A 
20) 。 四 叶 玫 瑰 线 是 曲线 的 象 ， 但 不 是 线 。 
74. r =2acospt2b, (x*+y*%-2ax)?= 
4b? (x?+ у?) (图 21) ,对 于 心脏 线 b = a (图 22) . E 
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a =actgt,y = asin? t (17) 


WRAL b> a 时 是 线 。 


_ a (1 tsing) ‚_ х(х- а)? 


75. r 


cos Фф 2а — х 
-2at ~_at(t*-1) рт 
71+ t?? 了 = 1 + {2 多 Ta? 


KARO (823) 是 曲线 但 不 是 线 ， 图 形 中 NA 是 线 但 不 是 
曲线 。 ` 


76. r = 一 . - + l; Cx’+y")Cy-a)?-lty?* 


= 0 (BJ24) 。 
任何 尼 哥 明达 蚌 线 都 不 是 曲线 的 象 ， 在 1 < a 时 蚌 线 是 线 。 
77. K=acos*t, y=asinit; X213+72713=8218 
(图 25), 不 是 。 
78. x=a(cost+tsint),y =a(sint – tcost), 
提示 ， 在 解 开 之 前 线 的 端点 位 于 和 点 (826) ， 在 解 开 
时 把 线 拉 成 与 贺 的 切线 重合 ， 而 且 切 线 的 长 度 。 
|ВМ[ = ВА =а +, 
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图 25 B26 
79。 建 立 摆 线 方程 。 取 已 知 直线 为 Ox fi, HHRMA 
的 起 始 位 置 与 坐标 原点 重合 (图 27) 。 考 察 点 M(x，y ) 的 
任意 位 置 ， 设 在 某 一 时 刻 贺 心 位 于 C 点 ，t 为 圆 半 径 C M 与 
由 CC 向 Ox 轴 所 作 的 垂 线 CP 了 之 间 的 夹 角 ， 并 设 5 是 点 M 在 
O x 轴 上 的 投影 ，N 是 点 M 在 C 了 上 的 投影 ， 那 么 
x=OS=OP-SP=MP-SP=at-asint 
=a(t -sint), 
类 似 地 有 yo оз a ст 
y=SM=PN=PC-NC =a -acost 
=a(l1l-cost), 
在 一 般 情况 下 ， 
x=at-—dsint, y=a-dcost (图 28) 。 
80。 取 定 圆 圆心 为 坐标 原点 ， 假 定 M 点 的 起 始 位 置 在 A 
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点 ， 在 人 点 滚动 圆 与 定 圆 相 切 ， 而 横 坐标 轴 指 向 A 点 ( 圈 29) 
ГАХ | | 
引用 符号 ，t = МО, М, m= r/R. AX 


í 
AN=MN 或 TON 


KAA: х= ОР- OD+ BP <OD+EM 


LN 
=(R+r)cosmt + rsinMO,E 
y=MP=0,D-O0,E 


| AN 
=(R+r)sinmt ~ rcosMO,F, 


ZN ZN 
Е AsinMO,E=sin(t - ОО, 0) = ѕіпсі ~ (9—20) 
= —cos(t + ті) 
Ne 
cosMO,E=sin(ti+mt), r=mR 
所 以 区 = (R+mR)cosmt -mRcos(t+mt) 
y= (R+mR)sinmt -mRsin(t + mt) 
消去 mm 得 ， 
X= (R+ r cosp t — r соз йа, 


у = (R + r sing t — r sin Ret t (30) о 
fer = 及 时 得 到 心脏 线 〈 图 31) 。 
81. х= (К - м К)соѕції + mRcos(t - ші), 
y= (R-mR)sinmt -mRsin(t-mt) , 


163 


164 


165 


r=mR, 

在 R=4r 时 得 星 形 线 ， 在 R = 2 时 为 直线 段 (图 32) „ 2 
82. AMAIN fF HRS, PRES E, 

曲线 交 0 x атоо, о), Оу атоо, OM 

A(0,-2) 上 。 陷 式 方程 ，y*+2y? 一 x?=0。. 


Za 
в. 1) x= <p 
2) х= а + асоѕр, у = аѕіпф, 


84. MHR. 
85. ERr- y- 2 = 0 的 一 部 分 ， 其 中 x 之 2 


86， 夹 在 坐标 轴 之 间 的 直线 段 二 + 首 = 
87。 半 圆 。 
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88， 双 曲线 的 一 支 。 

89. HAx+2y-1=0., 

90. y =ach(x/a ) 一 一 其 链 线 (33) 。 
. 91.  (х-а)?*+ (y - b)2= R2, 
92. t =сһр+5һфр (图 34) 。 


2 z 
93. MMs + ba = 1 。 假 定 t =tg(09/2) ， 就 得 


到 一 个 表示 式 到 另 一 个 表示 式 的 变换 (图 35) 。 
94。 BM x ?+ y =16, 
95. fA (x ~a)? + y= a 2, 


96. ERX =a, 
97。 直 线 x=b。 

х? у* 
98. 椭圆 25 十 16 =1, 


100. WwRy?=4x+4, 
101. MHAx?-y?=a*, 
102. Bjx?2+ y2- b y = 0, 
103. №8 у= —4x +4, 
104. WHR y = 4x +4, 


_ _Pa(1,t) _ _ tmos-(1,t) 
105. x = p. (l, t)? y= Prl, t) 9 


提示 ， 取 过 坐标 原点 和 曲线 点 的 直线 了 = t x 的 斜率 为 
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Bat "За ії? 
107. х= ro y 3807 BARAER 


线 (图 36) 。 


108 2at? 2a 
° x= 1+ t 73472) J= 71+ да ti 基 阿 克 列 斯 葛 叶 线 。 


109. x =a (1 +соѕф)соѕф, 
у= а(1 +соѕф)ѕіпф, 
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RieCG/2) = t ， 得 心脏 线 方程 
2a (1 — t 2) даі 
ХЕ рж" VEG утуш 


а (12-1). atct?-1) 
110. X = {?+1 — 3 y= 一 ~ 环 


索 线 。 此 方程 可 由 75 题 的 方程 通过 变换 x = x”+a, yay’ 
而 得 到 。 | 
111. EMAM 2 x -у + 2 = 0, 法 线 为 
x+2y+1=0; 
在 点 B 处 切线 为 4xX 一 y+ 8 = 0， 法 线 为 x +4y -12=0 
在 点 C 处 切线 为 6x 一 y+ 2 = 0， 法 线 为 x+6y -49=0 
112。 在 点 入 处 切线 为 y = 0， 法 线 为 x = 0; ERB 
RA Зх-у- 2= 0, FRAx+3y-4=0, 
113. 在 点 A(0，0) 处 切线 为 y = x, 法 线 为 工 = -y; 
在 点 B (n/2, 1) 处 切线 为 了 = 1， 法 线 为 工 = x/ 25 
ЖАС 〈《r，0) 处 切线 为 x+ 了 -AT=10): 法 线 为 工 ~ 了 - 
n= 90, 


114, 在 点 A(0 ,0 ) 处 切线 为 了 =x jkRAY = — x; 
ЖАВ (x/4, ЖИ 2x-y+1-7=0, Ж 


5 xt2y-2-%=0, 
115. WRN 2x - y + 4 = 0, 法 线 为 x+2y -3=0 
116. WRN 2xsint +2ycost -asin2t =0, & 

线 为 xcost — ysint — acos2t = 0, 

117. {= (2k + lat, Hk 为 任意 :整数 ， 切 

线 为 y =2a ， 法 线 为 x = (2k + 1) ar。 在 所 有 其 它 点 


176 


处 切线 为 x -ytg(t/2)+ a (2tg(1/2)—- t)= О, FER 
为 xtg(t/2)+y-atte(t/2) =0。 

118。 切 线 为 x = a (cost -Asint) , 
y=b(sint +Acost), RD xcost +a ysint —a b 
= 0， 法 线 为 x=(a +bA)cost, y=(b +a A)sint 
或 a xsint —b ycost + (b*-a*)sint cost = 0, 


a 1 a | 1. 
119. 切线 x= (t+) +g (1-5 
b 1 b 1 
у= (t—+2 thy (1+- z), 
b. 1 a 1 
ae (tt) x-3 (1-6) 7y 一 ab = 


a 


> b 
BR х=; t+ "Psa, 


b 1 | 
у= 5 t- t (1--р) б.у; 


sa ` _ ‘re + ' 


120. EJ x + y-—3a = 0, 法 线 工 一 -0 o 


121. 84 х -2у а= 0, 法 线 +: 
2х +4у - ga sbo., . yk 了 
122, WRx(x? ty? —a?)(K-x)+ у(х? tpa) (Y- 
y) = 0, ER О бов; р ММ 


yat +y; +а*)(К—х)-—.к(х®+у?-а?®у(Үзчу) = 0, 
оо, 


уү | | | 
Оң ` 123... gE Б = 1 › i? yd i 
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一 2 一 2 
meee _ apa 0, 


了 了 


124。 а у 


、 X- 2 ү _ 2 
| 
125. Ry Y= P(X + x), 
法 线 了 (X — x) +P(Y- y) = 0. 
126. 切线 (sing + фсоѕф) х ~ feos ~ - фѕілф)у 
-ap9 = 0, 
HER (cos mp - Paine? x + (sin® + pcosg)y = ag = = 0, 
127, 98. 27220 RR: х-а= 0. 


128, А (i 


129。 不 能 。 
131. y=4x +4, 
132. А(2, -8), 
133. b= -1, c=-1, 
134. М\(2/8, 4/9) „ M,(2/8, 8/27) ° 
136. у=2х +8, year+, 
137. у+1= (x+7)/8, 
139. (xty)/2Z=-a, (xty)/Sea, 
148. М,(0, 0), М,(4, 4) y 
Pi= п/2, ф,=агсів(3/4) , 
144. M,(0, 8), М,(0, - 3), Ф. = Ф: = 


2， De 


#. 
145. M,(1, 2) 9 М,(1, - 2); Pi = p=. 
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v2), фі =arctg2v 2 


146. Me Gtk xs (—1)k 


其 中 上 为 任意 整数 。 
152. НАМ, М,А ( 37) вц. 0/2 (参看 151 题 ) 


ZN 
u= (Ф+л)/2, MAM:=hhs -hr=Tr/2。 


160。 在 切线 方程 Y- 了 = у(х — x )m>N, BEY = 0 
Х=хт, # ЫИхт-х=-у/у/, К ]РТ|=]у/у”] 
(图 ;8) 。 其 余 式 子 用 类 似 方法 可 得 到 。 

161. IMTI=w5/2,|PTI=1/2,IMNI=w5， 
IPN|= 2, 

162. IMT |= |ethz |chx, |P T]= [cth x J, 
IMN|=ch2x, |PN]={sh2xl/2, 

163. y*=+2kx+c, Fih c 为 任意 常数 。 
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164。y = ce 土 x 7 上 ， 其 中 EREN. 


166. x = а (Intg(t/2)+cost Yee ‚у= аѕіпі, 
其 中 + 是 切线 与 横 轴 正 向 的 夹 角 。 这 是 一 个 全 等 曲线 族 ， 曲 
线 称 为 蝶 物 线 ， 图 39 表 示 对 应 于 c = OM AMR: 

167. 5= да?/9 

168。 由 直角 三 角形 MOT( 图 40) 有 |OT|=1OM|tg в, 
考虑 到 tgk = | гиг’ 102 91508), |0Т| = r*/ |r 人。 
AAR TRAE Bl. 


169. r=+ ogy E ; 其 中 中 AERA ERRA 


Po=0) 。 这 类 曲线 称 为 双 曲 螺 线 。 
170。 阿 基 米 德 螺 线 。 
171. г= + Кѕіп(ф- фо) — А (参看 102 题 )。 
177. ЫЙЫ, 
178. — ТЕЖ. 


外 ` 
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180。 三 阶 。 

181. у= x*—3x +8., 

182, x2 + y?- y= 0, 

183. (х +2у)2-20х +14у +19= 0。 三 阶 切 触 。 

184. MRI {x ) 在 x = 0 处 共有 直到 na 阶 的 导数 ， 则 
此 题 有 解 

x? x 2 

у= (0) + í ?(0)x + EO) gy t= + POO 
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TUHATA. 


2) 
3) 


-x R)? + R)? | 
185. 1) xe + GEER 1, ABO, 


А 2 -5 R)? 
к-а + ñ: ) = 1 ， 五 阶 切 触 ; 


(x-—xR):=-8R(y- 2R), =й. 
186. х= 3, у= 0. 
187. х= +4, узб, 


188. у= 0, 

189. у= х- 4, х= 0, 
190. у= x- 2, х= - $, 
191. х= 0, 


192. x = 8, у=-4, у= к -1, 


193. y 三 :一 ээ у =: 9 x эу a 


| 194. (X75) 2х-4у-3- a 
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195. х= +2, x=1, 

196. х= 0, 

197, у= їх, 

198, у= а, 

199. у= 2а, 

200, 201. 0(0, 0) 一 一 自 交 点 。 

202, 203. О(0, 0) ae Yo 

204. O10, 0) 一 一 自 切 点 。 

205. O10, 0) 一 一 第 一 类 尖 点 。 切 线 y = 0. 
206。 oco, 0), El >aHARAWR 


у= +7 的 自 交 点 ， 在 1< 妇 aa 时 为 孤立 点 ， Фі = 


时 为 具有 切线 x = 0 的 第 一 类 尖 点 (参看 图 24》。 
207. А(а,0)——ҢЖҖ, 08: $ = +(к-а), 
208. O(0,0)—— B, WA: y= + x, 
209。 人 A(0 ,0 ) 一 一 第 一 类 尖 点 ， 切 线 了 = 0, 
210 一 212， 不 存在 (42—44) А 
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M4, ror | . 
Б HBO FRR к = 土工 外 的 所 有 工 值 有 定义 。 没 有 
奇异 点 。 在 坐标 原点 曲线 与 9 xh. RAW x = Er 
у =1. HART Oy ЯЖ BAD) (го 

216, ERRE. х = VSAM, (yaz ay (-3) 
= = kR Er D 部 极 
fi. O10, 0 ) 为 具有 水 平 切线 的 拐点 。 渐 近 线 为 了 =x, 
x=+./3 (图 46) 。 

217. 函数 仅 在 x = 1 无 定义 。 些 标 原点 BA 有 切 线 
у= OMA. ЖАМ (- 8, 727) 切线 平行 Ox fh, W 
近 线 为 x + 1 =.0， x-2y - 220 (图 47).。 

218. х= + 2 无 定义 。@(0 , 0) 是 具有 切线 
у= 0 的 拐点 。 渐 近 线 为 x=+2，y=0 (图 48) 。 


219。 定 义 域 是 ] 0, 5 Gs, M Cre Wi -) 是 具有 对 


428 


45 


医 | 


179. 


180 


O х 轴 倾 斜 角 为 135* 的 切线 的 揭 点 。 渐 近 线 为 x = 0 (E 
49) | | Е | pa 

220. Hex > a fi 8 X. Yeas убе) = Es, 
М (Ve? ,3 з) ABA HR x= 0, y=0 


їч». 
1. кек ижин, Узак = у(0)=1 


М,(- g) ABAs йт RAN 


Jg 7р » М; و‎ Z 
у= 0 (5р , 
222. REIR x = 0 外 的 所 有 x 值 有 定义 ， AMC 
-1o 为 拐点 。 渐 近 线 为 y = 1，x = 0 (图 52) 。 | 
223. 曲线 关于 第 一 和 第 三 坐标 角 的 平分 线 对 称 。 HUE 
线 为 x+yta=0; 0(0,0) 是 共有 切线 x =0,， y=0 
的 自 交 点 〈 参 看 图 36) 。 | 
224. НАЯН), KATE. SH A EO (0, 
0), M, (5,0). HAM, (t = - 1+8), 


М, (t= -1-V 2 ) 切 线 平行 于 Oz 轴 。 在 点 0(t = 0), 
M(t = feo) DRETTO y 轴 。 写 出 曲线 的 隐 式 方程 ， 
容易 证 实 ， 这 是 一 个 椭圆 (图 53》。 
225。 曲 线 关 于 口 x 轴 对 称 ， 并 落 在 平面 区 域 0 委 x 委 1 
内 。 渐 近 线 为 x = 1 O(0,0) 为 第 一 类 尖 点 (50 © 
226. HARF O x 轴 对 称 并 落 在 平面 区 域 0 委 xx<1 
内 。 渐 近 线 为 x =1, Heeb FAO (0, 0), 
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MC, O 曲线 两 次 经 过 点 M，( 在 t = + 1 时 )， 在 该 点 


切线 的 斜率 k = 土 23。 没 有 奇异 点 。 曲 线 在 坐标 原点 的 切线 
平行 O у 轴 ， 在 点 M: 和 点 Ms 的 切线 平行 O x H, AM, 和 
M ,上 相应 的 参数 值 为 t =+ww5- 2 (图 55) 。 

227. Et = 0 的 点 OQ (0，0) ， 切 线 与 Oy HER. 
在 点 Mi(1， DAMA, -4 ( 当 t =+1) 切线 平行 
Ox 轴 。 曲 线 两 次 过 点 Ms(3，0) (t=1/8). Ra 
新 近 线 (图 56) 。 

228. 渐 近 线 为 x = 5, در‎ у=х+1, б 
线 与 坐标 轴 仅 交 于 坐标 原点 O (0, 0) , 它 是 第 一 类 尖 点 。 
在 点 D 及 在 点 M,,M,(t = +w 3) 切线 平行 Oz 轴 ， 在 点 
M, Ct = 3) 切线 平行 OY 轴 (图 57) 。 

` 229. HARF Ox MN. MERA = l, 


у= (x - 2%) ， 第 一 条 浙 近 线 与 曲线 不 相交 ， 第 二 和 第 
三 条 浙 近 线 交 曲线 于 点 M,( t = - 2) 和 Ms(t =) 。 


О (0, 0) 为 第 一 尖 尖 点 。 在 点 Ms,M,(t = tw3) 的 
切线 平行 DOx 轴 《图 58) 。 | 
230. HAXF O x 轴 对 称 。 KH ERMA 异 点 。 在 


+=4/3/8HAM, Ch SVD ЛІМ, СЁ, - S 8) 
RBA, ЛЕА УО y HAN (59) 。 
231. HAMER. Od 0,0 ) 是 具有 切线 工 = 0 的 第 二 
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50 


— 
[F 49 


52 
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图 55 “图 56 
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类 尖 点 。 曲 线 交 Dx 轴 于 点 D 和 Mi(1,0)， 点 Ms (t = 
= 47 0.8 为 拐点 。 在 点 Ms(t = 0.4) 切线 平行 0 工 轴 。 
(图 60) CAPA TE å a “ 

232。 渐 近 线 为 Y= 1, 0(0, 0 ) 为 拐点 ， 0 点 的 切线 
与 Oy 轴 重 合 。 在 点 M(t = 5/4) 的 切线 平行 Oy 轴 (图 
61) 。 

233。 渐 近 线 为 x=0，x+y+23=0 ОТО, 0) 
为 具有 切线 x - у= 0 的 揭 点 (图 62》。 

234. 坐标 原点 是 第 二 类 尖 点 。 与 坐标 轴 的 交点 为 DO(0 
0) 和 M(1，0) (图 63) 。 

235， 曲 线 关于 直线 y = 工 对 称 。 浙 近 线 是 x +у-1= 
0. Ж (41-0) 是 具有 切线 Ox 的 第 一 类 尖 点 。 
上 闻 外 曲线 包含 华 标 原点 、 在 t = tof O 7 了 轴 《图 64》 。 

236， 渐 近 线 为 2X+9=0，2x-9=0，x-y- 
6=0; М,(4, -4) 为 具有 切线 x+ 了 =0 的 第 一 类 尖 
点 。O x 轴 切 曲线 于 点 M。(16/38，0 ) ，Oy 轴 切 曲线 于 
点 M:(0，-16/8) (65) 

237. HRKFOy 轴 对 称 。 浙 近 线 为 y= 二 x 一 1， 
O--(0,-0) 为 具有 切线 x = 0 和 y = ON ZEARA.-B 
DEM i. (+ 24/27, 23) (图 66) o ` 

238。 曲 线 关 于 O уйй; Mi (+2, 0) 为 具有 
切线 + x + y-2= 0 的 第 一 类 尖 点 。 在 点 Ms (0, 2/3) 


ЖМ, (0, 2) 的 切线 平行 Oz 轴 ， Ms (£ 1, 2) 


是 拐点 (图 67) o 
230. Ох 是 对 称 轴 。 没 有 海 近 线 和 奇异 点 %。 曲线 交 O 〇 x 
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图 67 图 68 


AFAM- 1, 0), ZOyMFAM,,(0, £1). 
曲线 在 点 M: SHAR TO x Hh, EAM 的 切线 平行 O у 
四。 点 Ms、s 是 拐点 (图 68) 。 

240。 曲 线 关于 0 〇 x 轴 对 称 。 渐 近 线 为 x = 1 ,y= +2„ 
曲线 在 坐标 原点 与 Oy 轴 相 切 。 在 由 不 等 式 0 < x < 1 确定 
的 平面 区 域内 不 存在 满足 已 知 方程 的 点 (69) 。 

241. НЕТО x 轴 对 称 。 渐 近 线 为 x = 1。 竖 直 切 
切线 为 x = 0 。 曲 线 仅 当 工 值 在 区 间 04 委 工 1 NFE, 
出 的 曲线 方程 可 看 作 了 := ED (图 70) 。 

242。 曲 线 关 于 O x Ж. WERA Xx = 0. EAM 
(-5/2, 0) 和 M,'(1/%，0 ) 切 线 平行 纵 轴 。 有 两 个 
拐点 《图 71) 。 

343。 整 条 曲线 位 于 中 心 在 坐标 原点 ， 边 长 为 2a BAF 
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行 坐 标 轴 的 正方 形 内 。 曲线 关于 坐标 轴 和 坐标 角 的 平分 线 对 
称 《 图 72) o 

244。 了 曲线 类 似 于 双 曲 线 。 渐 近 线 为 27 = tx. fEx2<6 
中 ， 除 点 D (0, 0) 外 ， 不 存在 满足 已 知 方程 的 点 。 点 DO 
是 孤立 点 (图 73) 。 

245. Ш у= +x。 在 点 0(0 ,0) 和 Mi(8/2， 
0 》 切 线 平行 Oy 轴 。 有 两 个 扬 点 Ms 和 Ms，( 图 74) 。 


246。 渐 近 线 为 了 = tx, EAM, Cay yp 和 


3 1 t= eae 
M: Съз» - 2355) 切线 平行 坐标 轴 (475) ° 


| 
x 
x 


—— ap 
^, 


图 72 图 73 


247。 渐 近 线 为 YX=0，y=0，7y7=xO(0，0) 
是 具有 切线 y = - хн. E M, М,(0, GZ2 + 
1)0) . M,.u(- o, GZ2- 1) о) 切线 平行 Oxz 轴 ， 
o=+1 (76) 。 
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248。 渐 近 线 为 x = 0，y = 0 。 在 点 M(0，1) 切线 
平行 Ox 轴 (图 77) ° 

249。 直 线 x = 1 和 孤立 点 O 〇 (0, 0). 

250. #790 х= +1, y=+1, O (0,0) BH 
Ул (78) 。 


di m 
„7 
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251。 渐 近 线 为 Y= 二 x; O (0,0) 是 孤立 点 。 曲 线 
交 O 〇 y 轴 于 点 M1、， (0 , 圭 2) ， 在 这 两 点 切线 平行 OF 
轴 (图 79) 。 

252, HERT O x 轴 对 称 。 渐 近 线 为 y=x+ 1, 
y=-x-1, x=1; MER; =+ (x + 1) 交 曲 线 于 
HM, (- 1, 0), O (0, 0) 是 孤立 点 。 除 D 点 外 ， 
在 平面 区 域 ~ Lx 1 中 没有 其 他 点 ， 曲 线 在 M1 的 切线 


平行 0 y fll, TEBAT x = 二 5 的 点 Ms 和 Ms， 切 线 


平行 Ox 轴 (图 80) 。 
253. HRI у - x +g 0, y + x toes ° 


坐标 原点 是 孤立 点 ， 在 点 Mi,。(0， 土 a) 切线 平行 Ox 
轴 ， 在 点 Ms Cta, 0) 切线 平行 Oy 轴 (图 81) 。 

254。 昌 线 关 于 Ox 轴 对 称 。 点 Mu (2,0) 是 孤立 点 。 
ESM (- 2, +/2) 切线 平行 Ox 轴 ， 有 了 两 个 拐点 
M:、 和 一 渐 近 线 工 = 0 (图 82) , 

255。 渐 近 线 为 g x +4 = 0, 3x+3⁄9 y-8=0 
0(0,0) 是 孤立 点 。 HX O x 轴 于 点 M (4, 0), 在 
这 点 的 切线 是 x = 4 《图 83) 。 


256. 问 条 沿线 位 于 中 心 在 从 标 原点 ， 边 长 为 2+ 


B3B PF41598 EDIN. HARF Abo BURA BE 
分 线 对 称 。 和 坐标 原点 是 孤 立 Ao 在 点 M1,;(0， 土 1》， 


Ге +X 2+8) 切线 平行 Ox 轴 ， 在 点 


M;—e (+ 
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M 
2 一 x 
/ N 
2 
图 83 
Me(zl 0) Moit 218, +75) 切线 平行 


Oy 轴 (图 84) 。 

257. 曲线 关于 OQ x 轴 对 称 ， 整 条 曲线 位 于 平面 区 域 
- 1x 之 1。 渐 近 线 为 x = 1， 坐 标 原点 是 具有 切线 斜率 
wk = + 1K. ERM, (- 1, 0) 切线 平行 Oy 


m iama = 本 5 二 的 点 Ms 切线 平行 Ox 加 (图 


85) 。 
258. 曲线 关于 坐标 轴 对 称 。 与 坐标 轴 的 交点 是 D(0，. 
0) ，M (0, *1) o EAM, :切线 平行 Ox 加， 在 
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点 Ms 一 。 (Ve + ر‎ DEP O уш, О0о 


0) 是 具有 切线 了 = 土工 的 自 交 点 (H486) < 

259。 曲 线 关 于 O х 轴 对 称 。M: (1, 0) BRA U 8 
y=+ (х-1) WEZA, WERD xX = 0 (Él87) 。 

260. 曲线 关于 坐标 角 的 平分 线 对 称 。O (0 ，0 ) BR 
有 x = 0, у= 0 的 自 交 点 ， 与 坐标 轴 没 有 其 它 交点 。 在 两 
iM, (8/3/16, 8/27/16 ),M.(- 4/3/16, – 8/ 27/16) 9 
REF O x Fh, 在 另 两 点 Ms(8/ 27/16, 58/8/16), 
М,(- 8/7 27/6, -& 8/16) 切线 平行 Oy 轴 。 没 有 渐 近 
线 (图 88) 。 

261. 曲线 关于 坐标 轴 对 称 ， 并 位 于 由 直线 工 = +1, 
Y= 土 1/2 围 成 的 长 方形 内 ，0O 〇 《0 ,0) 是 具有 切线 了 = 
+x MBH. EAMs—e (472/2, +1/2) 切线 平 
50 х, AM... (41, 0) 切线 平行 Oy 和 轴 (图 89) 

262。 曲 线 关于 Ox 轴 对 称 。 渐 近 线 为 Y= 1, x =-l 


x=- 2, 0(0,0) 是 具有 切线 ywV 吕 = 土 x 的 自 交 点 
(图 90) 。 

263。 在 两 点 M:、。(1/3，+2/3w3) 切线 平行 
Ox; AM, (1, 0) 是 具有 切线 了 7= 土 (zxz -1) 的 自 
XR. ERO (0, 0) 的 切线 平行 Oy 轴 【图 91) 。 

264。 曲 线 关于 坐标 角 的 平分 线 对 称 ，O 〇 (0,0) ÆA 


有 切线 x = 0，y = 0 的 自 交点 。 在 点 M1,(o 4⁄3, 


o 427) RFO х, EAM a ONT, 08) B 
ЗО у 轴 ， 其 中 4a = +1 (图 92) 。 
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图 91 图 92 


265. MERY =-х + RMF AM, (1/9 ,2/9)， 


О (0, 0) 是 具有 切线 x = 0 的 第 一 类 尖 点 。 在 点 M:(1， 
0) 切线 平行 Oy 轴 ， ZAM, (2/8, 2/74/38) DRE 
行 Ox 轴 (图 93) 。 

266. AMER. О (0,0) 是 具有 切线 y = x 的 第 
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一 类 尖 点 。 曲 线 交 O 工 轴 于 点 M (7,0), EAM, (12,4) 
切线 平行 Ox 轴 (图 94) 。 
267， 曲 线 关 于 Ox 轴 对 称 。O (0, 0) 是 具有 切线 


202 


у= 0 的 第 一 类 尖 点 。 渐 近 线 为 x=a，x+ty=-a/2。 
在 平面 区 域 0 之 x 二 & 内 没有 满足 曲线 方程 的 点 (图 95) 。 
268. O (0, 0) 是 具有 切线 y = 0 的 第 二 类 尖 点 ， 


4 28672 16 256 
М, Е 759375) 是 拐点 。 在 点 Ma(25，3125) 切线 平生 


O xz 轴 ， 曲 线 交 OX 办 于 点 M， (1, 0) (图 96) 。 

269. HHA O y HINEK, О (0,0) 是 三 条 弧 线 经 
过 它 的 奇异 点 。 在 点 0 的 切线 是 7 了 = 0，x+y= 10。 没有 
拐点 和 渐 近 线 。 在 点 Mi (tv 2/4, 1/4), Malt 
м6/9, 2/9) 切线 平行 坐标 轴 (图 97) 。 

270。 曲 线 关 于 O y У, О (10,0) 是 具有 切线 
y= 0 的 自 切 点 。 在 点 M1、。( 土 6，12) 切线 平行 Ox 轴 ， 
在 点 Ms、 (+6// 2, 8) 切线 平行 Oy 轴 ， 有 两 个 拐点 
М,,, (图 98) 。 
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图 9 图 99 


271。 曲 线 关于 Ox RRR. О (0,0) 是 具有 切线 
хэ0,у =10 的 三 量 奇异 点 。 在 点 Mi 、:(w12， 土 812) 
切线 平行 x 轴 ， 在 点 Mi 、 (4, £4) 切线 平行 O7 轴 
《图 99) 。 

272, HAF RMR. O (0 ,0》 是 具有 切线 
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у= 0 的 自 切 点 。 有 曲线 交 Ox 轴 于 点 M1,。( 土 1，0)。 在 
点 Mi 切线 平行 Oy 办， 在 点 Ms_.o( 寺 6/3, t28/9 
切线 平行 Ox 轴 ;，M,_.1o 是 拐点 《图 100) 。 | 

273. wiry = tx; O(0, 0) 是 具有 切线 x = 0, 
у= 0 的 自 交 点 。 有 五 个 拐点 (图 101) 。 

274。 整 条 曲线 位 于 中 心 在 坐标 原点 ， 边 长 等 于 4 且 边 平 
行 坐 标 轴 的 正方 形 内 。 曲 线 关 于 坐标 轴 和 坐标 角 平 分 线 对 
Ж. О (0,0) 是 具有 切线 x = 0, у= 0 的 四 重 奇异 成， 
НМ, (4/2, +8) 切线 平行 O x 轴 ， 在 点 Ms ， 

(+29, +y 2) 切线 平行 Oy 轴 (102) „ 

275. 因为 函数 tg《 申 /2 ) 是 周期 为 2 r 的 周期 函数 。 

БИБ 0<о<а rhoi ЕЎ Т. НА 
(2л- Ф, =r) 与 点 (m- Q, r) ЖЇН 同 Ё, 而 点 
(p, r) fl (xz —p, г) 关于 直线 中 = п/ INK, AE 

这 条 直线 是 曲线 的 对 称 轴 。 当 极 角 在 范围 0 志 志 x 内 变化 

Ff, r =te (9/2) BRIE, AER H W p ë 

时 ， 觅 线 将 位 于 极 轴 的 上 方 。 由 于 关于 直线 中 = x/ 2 对称， 

曲线 将 落 在 极 轴 的 上 方 。 曲 线 具 有 自 交 点 (л/2,1). Ж 

平行 极 轴 且 距 离 极 轴 为 两 个 单位 长 的 渐 近 线 。 根 据 AR: 

{ён = г/г” (参看 150 题 ) 得 到 

{БЫ =5іпф. (=) 
因此 出线 仅 在 中 = 0 时 与 切 点 径 矢 相 切 ,在 自 交点 M6 切线 与 
对 称 轴 交 成 45" 角 。 因 为 着 上 + 中 = x ,曲线 的 切线 平行 极 
轴 ， 故 在 这 些 点 上 有 tgh = -tego, Bix SA CHER, 


得 中 = k x; 因此 极 轴 为 所 求 的 切线 ,因为 若 h+ = kod, 


205 


Baten =ске, MAF (*) 可 得 etg 中 =sia 中 ， 故 有 
cosp = (5-1) /2, te (p/2) 251/9. Ж 
Хх = гсоѕф, у = гѕіпф аіл ЕЖА, 15 HAM, 
和 Ms:， 在 这 两 点 切线 垂直 极 轴 ， 工 1%%0.3，y1 820.4; 
х,5%-0.3, у,^%—0.4 (4103) 。 | 
276. 图 104， 在 极点 暗 线 有 拐点 。 随 着 远离 极点 螺 图 间 


图 101 102 
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图 103 


的 距离 无 限 减 小 。 

277。 如 果 ,中 是 广义 极 坐标 《〈 即 r 能 取 任 何 符号 值 ) 
那么 方程 r 2 p = a :给 出 两 条 关于 极点 对 称 的 曲线 ， 其 中 每 
一 条 都 无 限 盘 近 极 点 和 逐 新 逼近 极 轴 《图 105) 。 

278。 图 106。 极 点 是 第 一 类 尖 点 ， 在 此 点 极 轴 是 切线 。 

279. 设 a>0， 在 中 一 0 时 曲线 渐渐 靠近 一 平行 极 轴 
且 距 离 极 轴 为 1 的 直线 。 当 中 无 限 增 大 ， 曲 线 绕 极点 转 无 数 
图 而 逐渐 逼近 向 r =a 〈 图 107) „ Жа = 0 HASIN ЙН y 
线 (参考 169 题 ， 图 41〉。 

280。 曲 线 关 于 笛 卡尔 坐标 系 的 轴 对 称 ， 它 的 Ox 轴 与 极 
轴 重 合 。 曲 线 交 Ox 轴 于 点 M1、。(+a，0)，0(0, 0), 
且 点 昌 是 具有 切线 7 = 0 的 自 切 点 ， 曲 线 具有 两 个 自 交 点 ， 


Ms (0, a/v 2) ЖМ, (0, -a//2) (108) 。 
281. 109 
282。 有 曲线 族 由 与 O y 轴 相 切 于 原点 ， 并 与 直线 y =1/2 
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图 108 图 109 


у= - 1/2100 А, Н.О х 轴 也 包含 在 族 中 。 
(04110) 。 

283. ÆC = 0 时 是 一 对 直线 xx=0，x-27=0。 在 
С 关 0 时 是 相似 的 双 曲 线 ， 它 们 的 渐 近 线 平行 上 面 的 两 条 直 
线 ， 双 曲线 的 中 心 O* (C ,C) 布 满 直线 x ~ 了 = 0， 双 曲 
线 的 一 支 在 坐标 原点 与 Ox 相 切 (AIL 。 

284. 1) HEAR, 2) ЖЕНЕШЕ СЯ 
112) 。 

287. MOERORE OM С113) ° 
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图 112 


. (xz-C)2+y2=C: (图 114) 。 
. хї+ == С (图 115) 。 
。 相 交 贺 族 。 它 的 中 心 曲线 沿 着 已 知 圆 族 的 公共 纺 。 


图 113 
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{RDP 
o> ووک‎ 


S 


| 7 

WZ 
SU 
WS 


WW 
D 


a 
w 
wU 

TN 

LU 人 
8 


50 


СА 


2 


T 


~ 


Y 
Z 
/ 
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图 115 


取 公 共 弦 的 中 点 为 坐标 原点 ， 并 沿 已 知 弦 为 O x 轴 方 向 ， 得 
到 方程 (x -C)?+ty?=C?~ a? (图 116) 。 

291. у=+а (图 117》。 

292. x=0, y=0 《图 118》。 

293. x°+ y2= p°? (119) à 

294. у= 0 《图 120) 。 

295. AMHR y= 0 ， 由 族 中 的 曲线 的 奇异 点 组 成 (图 
121) 。 

296. 判别 曲线 y = 0 ， 由 族 中 的 曲线 的 奇异 点 组 成 (图 
122) v 


297 ,判别 曲线 分 解 为 一 对 直线 工 = y Mx - 了 一 与 =0。 
第 一 条 由 曲线 的 奇异 点 组 成 ， 第 二 条 是 包 络 (M12) 。 
212 


a 2 
298. 圆 (x - $) t+ y= 《图 124) 。 


299. 02% у?+4а(х- a) =0 (图 125) 。 
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214 


215 


Í 
| 
Û | 
a 
М 
图 123 


图 124 


300。 双 曲线 x y = + S/2 (图 126) 。 

301, (A?+ Вз) В2= С°, 

302. ВУ х? р yrs а 218 (04127) , 
303. 1) 抛物 线 y :=4a x (128) 。 
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图 125 
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图 127 128 


Him: 取 定 直线 为 OD 了 轴 ， 而 使 Dx 轴 过 点 下 。 设 下 
(a，0)》， 记 过 F 的 直线 束 方程 为 ?=C (x-a), R 
们 得 到 ， 题 中 所 给 的 族 的 直线 过 具有 坐标 为 《0，-(L a) 
ËO y 轴 的 点 ， 其 斜率 为 ~ 1/C。 

2) MRF (а, 0), 而 加 方程 为 x?+ 了 := r °, 


在 r >а + 一 这 -= 1， 在 r Са ННЯ 


2 2 i 
Жага 1. Ær =a 时 没有 包 络 (图 129)。 
304. E2 〈 图 130) 。 
305. x?+y*= (R-r)*, х?+у?= (Ris)? 
《图 131 一 1337 
306。 在 已 知 抛物 线 的 顶点 处 的 切线 。 


307。 包 络 由 加 (xz -At + yt = AP em 
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的 准 线 x = — p /2 组 成 。 
308。 将 椭圆 方程 写 为 参数 式 ，x=acosq，y=bsingp，, 
©<ф< 2 T o 


NZ x 
一 一 一 -一 一 一 f 
图 130 
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图 133 


221 


222 


MEFITO у 轴 的 情况 。 族 的 中 心 坐 标 是 xo= асоѕф, 
yo= 0, В = bsing, OSS. AREA: 
(x — асоѕф)? + у? = b’sin Фф, 
判别 曲线 由 方程 
(x —acosp)°+ у? = b sin? g, 
a (х ~ асоѕф) = b cosy | 
因为 从 第 一 个 方程 可 得 出 | x ~ acosp|<bsing, AIEA 
第 二 个 方程 求 得 b 2 [соѕф lsa bsinagmltgo12bí/a, 
即 判 别 曲线 仅仅 对 于 [tgq 125 /a 的 圆 才 有 定义 。 消 去 参 
RD: 
AX ونو‎ A xŠ 
cose =з per sin m= 1- Say bie 
a x 
族 方 程 记 为 : (хер pi) ty’ 
a 2 x 2 
C Catr bd”? 
故 得 b +x 2+ y2(a2+b2)2?-b2(a%+b2)2 + ab? x 
= 0, Š 


2 


= b 2)1 - 


x 

а?+Б? 

容易 验证 ， 当 参数 四 取 上 述 值 时 判别 曲线 将 是 包 络 (图 136)。 
如 果 弦 平行 Ox Hh ( 园 137》， 则 可 求 得 类 似 结论 。 


х? у? 
а аЬ?" 1, ltgo |< b /a, 


309. 提示， 此 题 可 象 上 题 那样 解决 。 双 曲线 的 参数 方 
程 应 取 为 ， 


2 
+= lo 
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图 137 


x=acht, y=bsht, | . 
WRZE TO у #3, MERRE Ь < a 时 存在 ， 它 的 方程 是 
224 | 


ae Ei = 1， 它 仅 包 络 |th t |< b аз (E 
138) 。 
MRE FETO x 轴 ， 则 包 络 在 a 和 为 任何 值 时 均 存 在 。 在 
жав, шй + i ya 工 给 出 ， 且 在 by>a 
MEM ANI 139 ， 而 在 b < a 时 ， 仅 包 络 |tht| 
< b/a 这样 的 圆 (图 140) o Eb = a 时 包 络 不 存在 。 (图 
141) o 

310. 抛物 线 y ?= 2p (x + 5), Ср /2 的 
MNE (142 。 

311. у?=2 (p+ q) x (A143) 。 

312。 包 络 的 点 应 该 满足 方程 组 F(x y,a,B)=0, 
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139 


313. ЦЖЕВ& х у= +1 (图 144) 。 

314. хк+ ук= ak к= м/(т+1) ; 
在 m= 2 时 是 星 形 线 ， 在 m= 工时 ， 是 抛物 线 。 
(x~y)*-a(2x+2y-a) =0 €m=-2h, ДЇ 
x*+y°= a>, 

315。 在 已 知 的 竖 直 平面 上 选取 直角 坐标 系 xO y ,使 已 
知 点 为 坐标 原点 ，GO 了 轴 的 方向 竖 下 向 上 ， 那 么 曲线 族 的 参 


2 


. t 
数 方程 将 为 ，x = v,_tcosa, у= votsina - 2 „ 
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其 中 a 2) Sk, mp; 


у v , 5 t 
° í = Tosin Qa = ¢ 
ЗЭ Eroso, ) t 5 Voi Ë 
可 y 
9 x y 


i _=Vv,teosea 
әс ~ Yotsina, ә ۾‎ 0 


-a " D: x У } TE tha 2 i -g t 2yusina 
使 雅 科比 行列 式 站 ，) i PPB AE 


an] 
Q) 7 


r тр ИН ob ie Б E La : 
= 0, 19 t = e. ALS SE ER 门 参 ARH 
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Al 142 


图 141 


图 143 
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图 144 


KE, PPRAHA, THAIS HR Oy Ee О А 
下 ， 焦 参数 等 于 v 2/g ， 而 顶点 位 于 点 Mo (0 ,yo2/2g)。 
判别 曲线 是 包 结 (图 145) 。 

316. ШРЫ ЛЕ 〈 图 146) : x = a cos v cosu, 
у = a sin v sinu 。 使 雅 科比 行列 式 虽 (2 等于零， 得 
sin’? v cosšu —cos? vsin?tu = 0, #ksin(u-+ v)sin( u-v) 
=0, Mv=-u, Von u у= ш, Yvy=—x+u,_ 
判别 曲线 由 四 条 直线 段 x 土 了 = 土 a 组 成 。 这 是 正方 形 的 四 
个 边 ， 正 方形 的 顶点 为 加 在 坐标 轴 上 的 直径 与 该 圆 的 交点 。 
正方 形 的 每 条 边 都 是 包 络 〈 图 147) 。 


1 
317. з= (CA +9x,)°/*— (4 +x) ®) o 


318. s=/%1+ x22 -Vi +x -la| Ze |+ 
1 


l+ l+ x 12 
бү Vitz? 
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320, 


321. 
322, 


230 


x 
s = | sh : |. 


S=a(t,*-t,7)/2, 
s=a(Insint ,-Insint,), 其 中 0 之 t ,， 


teSn/2Re/2<t1, tlr. 


323. 


324. 


5 =Intg (5 л //12) 。 


S = 2/3. 
15 


325 s = 一 +ln9。 


326. 


327. 
328. 


329. 
330. 
331. 
382. 
333. 
334. 


335. 


336. 
338. 
342. 
343. 
344. 
345. 


346. 


347. 


4 

_ 5 _ x 
s = intg T~ шаў, 
5 = (ch4 一 1)/2, 


5 = 24а, 
$ = 3а [(V2+ln/9+1)2, 
5 =ë&a, 
5 =8am(m+1), 
S=6a, 
5 =8а, 
s =162а/3, 
_3 
5 21 ао 


s = (2л Itin tla +V l+4x2) 
BHR, SABI, 
х = Ксо$( 5 /В), у = Rsin( s/R), 
x=Arsh(s/a), y =V а?%+ 5% 
к =[sinx |{/(1+cos?x)3/2, 
K =a /¥ 

к = р/(р+2х)#/%= pr/(y ty pt, 

= 6 

t (4+9 t ?)8/2° 
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348. 


349. 


350. 


351. 
352. 


353. 


354, 


355, 


357. 


358, 


359. 
363. 
367. 


ab 
(а ?ѕіп? t + b2cos? t )8/2° 
5 a b 
(а 252 t + bch? t )3/2° 
= ا‎ 1 
4а |sin( t /2){° 
k =2/(3a |sin2t |), 
=(2+ ф 2) /а(1 + ф2)3/2, 


K = 


= 3 - 
K 4а lecos(y/2)] ° 
'Fxx Fxy Fx 
mod Fxy Fyy КУ | 
I Fx Fy 
(Fx? + Fy?)375 


ath? 
(bh? x24 ату 2572 

a b ` 
TTT Tyi 其 中 e 是 离心 率 。 


|а®— е 


0 

9 Q _ 2.Q р эр 
P(Q P- 2) + QP oy -Q— 
Piso? 33/2 


提示 ，h =| a x 和信 r |, 其 中 a 是 切线 的 单位 矢量 


R= actgt, 


FE x = acost, 了 =bsint 在 顶点 Art =0) 


的 曲率 中 心 是 D(c */a，0)， 在 顶点 B(t = a/2) EE 
(0,- c?/b), Broce ?=a2-b 2, ж DALAE SH AC 
(a, b) 向 AB 所 作 的 垂 线 与 坐标 轴 的 交点 (H148) 。 
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4 
368. (х0) +yt= Р, 


с а * 
x*+Cy + ES = pi 


369. (x 3)*+(y -1)*=1, 


370. (x = 2)2+(y — 2)2 = 2, 
(x + 2) +(y + 2) = 2, 


1 1 
371, 《一 5182, Z) о 


372, 曲率 最 小 的 点 ，((2n+l)ar，a+d) 曲率 最 
大 的 点 (2na n, a-d) (п 为 任意 的 自然 数 )》。 
373, AG3272,., a R B(0, 0), 


3 
(y*+ p)? - Зу? 
UT ха=р + op? 


y, = -Ty 在 抛物 线 顶 点 O(0 ,0 ) 有 三 阶 切 


376, r = 


触 。 

377。 设 曲线 L ,由 其 矢量 方程 + = г (OAH, Hs 
是 此 曲线 从 点 MM 起 截取 的 弧 长 ,而 把 点 M 取 成 径 和 的 起 点 〇 ， 
我 们 写 出 曲线 L :关于 在 点 M 所 取 的 弗 朗 内 标 架 的 方程 。 将 


Some. = Gu r i= Kk By 
代入 展开 式 ， ту) = вгу + 5 5 ае “中 ， 得 


Xx = 5 ++, у = s+ (*) 


类 似 地 对 曲线 L ,有 
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长 2 


=st- ود ل و‎ te (жж) 


设 了 为 切线 二 上 靠近 点 M 的 点 ， 过 了 点 作 荆 的 垂 线 分 别 交 曲 


BL, 
可 得 到 ， 


L-FAM, М,, MBAC), Ce *) 相应 地 


| PM, | sg ext bey | PM, | кахан 
AA < ke, AIPM, < PM, 。 (9149) 。 


380. 


381, 


2 2 
yale چک‎ 。 


-8)* -2 (Т 
(y 5? 5 (5 x), 


382， 一 个 点 一 一 圆心 。 


383. 


384. 


385. 


386. 


387. 


388. 
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X = až- bt озү, Y= Pa int, 
a b 
《图 150) 。 
x= 2+ Plone, YAP sht (图 151) 
1 


i 《图 152》。 
x _ _ 2 x 4k-1 
X р 152-2) х Ak?x 48-1) 
Da 14. 
Y= PECES DaN (153) , 
X= (2k -1)x-(2k + 1)* x 4k+15, 


7E 


yu 1+(2k+1)(4k+ 1)x k 
2 k(2 k + 1) x 3E" 


1 


(04154), 


Х = 2х +1, Ү=10х-х?- 1 (8155), 


41 '8 


150 
389, X= x +соѕх t+cos x 
sin x . 
Y = _ 2cos’x | 
sing 99150), 


235 


图 152 


十 4 | 4 
1 +cos'x ， Ү =tgx + 1 +С05*х 
Cos“ х ѕіп2 х sin 2 x 


390. X= x 一 


— x КІЯ 
<x < (图 157) 。 


—a 
sint’ 


或 Y=ach(X/a) (158) 。 


391. X= alntg(=) ‚ Ү= 
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图 153 


图 155 


图 154 


图 156 
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392。 X 


a (Cos P —cos'p +2), 


Y= 41 —cos@ singo 
这 是 心脏 线 (图 159)。 为 了 证 明 只 要 进行 参数 变换 ，p = п 
- t 和 根据 公式 X= -(X-F a), Y= Ү{ АЛЫЙ, 
393。 图 160。 394. 161 


395。 图 162。 396. Ina = až, 
397. X=a(cost + (t-C)sint ), 
Ү = а (ілі ~ (t -C)cost), 
其 中 心 是 渐 伸 线 族 的 参数 (09163) 。 
398, X = a(Intg(t/2)+cost), Y = asin t 
物 线 〈 人 参看 图 158) , 


t 2 سو‎ 
X s gtd (Con rv t+ 4 2) 


Ңң 


399. 


t _ 
Y = Titre (Colt +V t2+ 4 )), 


400. == 6 a ， 提 示 ， 利 用 渐 缩 线 的 下 面 性 质 ， 如 果 
曲线 的 曲率 半径 单调 变化 ， 则 渐 缩 线 在 两 点 间 的 弧 长 等 于 原 
曲线 在 这 两 点 的 曲率 半径 值 的 差 。 

401, 402, s=8 a, 


2 36R? 8 
403. (27s + 8) C4 + 9 Tg + 832 "SE ° 


404. 5 =secatIntg сә) › к =sinacosš о, 
其 中 tga= х, 
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405. R:= заз, 
406. R24 а= а2 e 2/4 
407. S*+9R*=16a2, 


408。 半 径 为 1 ( 若 a 0) HAMNER Fî a = 0), 
409。 对 数 螺 线 。 


、 _ р l+sina ` 
410。 设 s =tga, Wa: x= sln Isina” 
- 4 
y cosa ; 
18 у= ach(x/2) Et Bo 


411. х= а(2 1 +5іп21), y = a (2 —cos2 t) 


-一 一 摆 线 。 
= a _ =- ——- hy 
412, x= sino 了 a ctg p 抛物 线 。 
413. х = 3 ° (cos +sing) , 
у = у ° "(cosq ~sinp》 一 一 对 数 螺 线 。 


414. х= a (psing +cosp), 
у = a (sing — фсоѕф) 一 一 圆 的 渐 伸 线 。 
415. x = alnte( j + Фу, у = os 一 一 基 链 线 。 
416。 如 果 选 择 坐 标 轴 如 图 164 所 示 ， 则 我 们 所 需要 的 旋 
轮 线 的 参数 方程 可 写 为 ， 
x=a(t-siat), у=а(1-—-со5%) o 
下 落 物 体 的 速度 按 公 式 v =V 2 g 了 确定， 在 我 们 的 题目 里 
h=y-y,=alcost— cost), ЖШ, t Mt 对 
ETAM MM, Ait, v =V 2 g a(cost,-cost). H 


速度 * 是 路 程 对 时 间 了 的 导数 , = 于 总。 注意 到 对 旋 轮 


241 


图 163 


线 有 : ds= 2 asin or d t ， 我 们 得 到 为 确定 时 间 人 的 


微分 方程 
dT 2asin(t/2) 
dt v 2 g a(cost,—cost )° 


对 它 积分 ， 求 得 质点 在 由 M。 到 A 移动 中 所 花费 的 时 间 人 ， 
T- I X 2asin(t/2)dt ` 
to 


М 2g a (cost, — cos t) 


-- 2 x dcos(t/2) 
° tu cos? (to/2) ~ cost (t/2) 


- Ја 
g’ 
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此 即 需要 证 上 明 的 。 
417. x= acost, y = asint, z=b t ( 165) 


投影 : Ix?+y*=a’y Dy = a зїп); 


3) x = асове) o 


418, x = асоѕф, y = asing, z=be © 
419， 适 当选 探 笠 标 系 ， 维 维 安 尼 曲线 的 方程 可 写 为 : 
x*®+ v + z*= R°, ` 


1 


x*+y*-Rx=0, : 


取 球 面 上 点 MM 的 经 度 为 参数 4 ,由 三 角形 AOP,OPM 
AO P Q 可 求 得 

x =Reostu, у =Reosusinu, z=+Rsinu, 

也 可 以 取 其 它 参 数 方程 。 特 别 是 可 将 方程 


x?7+y?-Rx=0 


变形 为 
2 
Cx - К)? + у? = К, 
并 假定 
x -及 - 及 .ost у = Кзїпї 
2 2 Í 2 Í 
得 
x= (1 +cost), y=Rsint, 
-. t 
= + aa 
z + Rsin çs 


420。1) 引 入 极 坐标 系 ， 点 M 的 位 置 用 它 离 点 D 的 距离 
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图 165 


N 人 人 


r, BEY = 了 OL 和 经 度 = x OP (图 167) 来 确定 。 据 


ZN 
BRAY = -Às 其 中 入 = z OL, fip=ot, HAF 


dr 


d 


à 


= mr 确定 *， 并 把 所 求 得 的 值 Y =r yeamt 代 入 方程 


y =cosPsimg, 


x = rcosYcosp, | 
z=rsing, 


: X =aekocosp, y = а ekgsing, z=bekg, 


其 中 k = ш/о, a= r sinÀ, b = r,cosÀ, 
2)x=atcost, y=atsint, z=bt, 
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421. x4 z2 = ч 
2 


y + zx =b 


m 
1 


=acost, 
У = журі ави» | 


Z= asint. 


在 a = ЪТ, RATE (E169 。 
РА 


nA TZ мс < yae L 
a ше PER: Fe Zi BeBe ا‎ 0 


图 167 
0; x=ach(z/c), 
y=0; y=ash(z/c), х= 0, 
425. х?-уё-х-у+1=0, z = 0, 
ёл: 从 已 知 方程 中 消去 z 。 
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428. ЖП, у=х?%, z= ex, 
429. FREED, x°+(y- 1):= 1, 


У + (Z = م1‎ 


2 2 
432. ERX =y, Zz= 1; x=-y, z= 1, 
X=y, Z2=-13; x=-y, р=- 1, 
— z- a mx 
438. TOV y L 4 
е v2 9 a ° 
x-e_y- e 2-1 
434. е — е1 9 ° 


а ol „_ _ a 
437. M,(- 2, 12, 14), М,(- 2, 8, —4), 
438. х= $, 


4+22=0, 
by-ccod? 


x-1 7y-1 2-1 
439, 1 一 2 一 3 3 


x+2y432-6=0, 
所 有 切线 与 x O y 平面 相交 得 抛物 线 y = 1х, 


X-x_  Y-y _ Z-z 
441. 2y z z(R- 2x) -Ry 
ZQy zX+2z2(R-2x)Y-RyZ=0, 


442. Щх?+у?= а?/(а?+Ъ 2), 


z=b/“a?+b?, 
《螺旋 线 的 方程 取 为 :X= acost,y =asint,z=bt), 
444. x= x(t), y=y(t) >= 2(1)5 Ж 
的 参数 方程 。 有 恒等式 成 立 ， 
F(x), y(t), z(t)) =0 
P(x (0), y(t), z(t)) =0 


故 得 ; Aras day 9Ea, o, 


xr Ady +® 4 2= 0° 


这 些 式 子 确定 微分 的 关系 为 
d x _ dy _ d z 
SF FF SFE әр 


э y 9 z) ә z ox 9 x 9 y 
| 


ad әф sa әф эф әф 


эд әд! jaz эх эх әу 


这 样 ， 切 线 方程 可 取 为 ; 
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rx. У-у _ Z-z | 
laF әрт oF эЕ oF oF 
ay əz əz эх lag эу 
эф ә ф 中 ә amb әф 
‘oy ag az әх əx әу! 
而 法 平面 方程 为 
OF oF эк ә 
эу ag əz x 
(Х-х)+ | (Y~ y)+ 
эф ə эф эф 
ay əz a z x: 
ə F ə F 
ax əy 
(Z— х) = Й 
ad IO 
9 x ә y 
或 ， X- x Y-y Z-z 
3 F ә F oF 
ox oy əz =O, 
3 中 9 中 3 中 
ax əy э» 
445。 Хх es 2, 
x xy 
ay(X-x)+bx(Y-y)+xy(Z- z)=0, 
x*+y2= 0, 


446. X.Y Z ү, xyz=0, 
x y z. 


451, 3x+8y+z+1=0, 
3x-8yt+z-1==0, 
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108x -18y + z —216= 0, 

453. bX+aYt+tabZ=2ab, 

454. (Xsin(t - а) ~ Ycos(t — a)Jsina + Z 
= tsina +cosa, | 

455. 4x-ytz-9=0, 


x ¥ 一 z- 1 _— P: =| 

457, 1 — 4 _ 1 主 法 线 方程 。 
2= =2 一 一 依法 线 方程。 

x-1 = y- 1 = 2 一 1 — x 
458. 11 8 二 9 主 法 线 方程 。 

x T 1 = y Z 1 -271 — ` 5 

3 ~ 8 1 付 法 线 方程 。 

460。 A(1, ln2， - 4) 。 

— jtk >_2i-j+k 
462. a = 7/9, B = Z , 

7 _itj-k 

Y 一 / 9 ° 

—__8 Bunt T-4F 
463. a= r cos ti + езіп} gk» 


Y = соз t T-Zsint} - 2k. 

—_ š t 上 本 _ 下 
464. a = (опе + cos +Í ›, 

т t= . tr 

B = cos у! 一 Sino J 3 
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— 4 | . tr і == س‎ 
Ү = 一 „(зїп i + cos ‘9 +k), 
p K~ acost _ Y-asint z-bt 
466. DR int Т рә 
法 平面 ; Casint)X-(acost)Y-bZ 
+b:t=0,; 
` X-acost_ Y-asint Z-bt 
付 法 线 : asint © ~beost ` a 
ЛШ: (bsint)X-(beost)Y +a Z 
-abt=0; 
ze 人 -acost _ Y-asint _ 
EER: Осо  sint 2 Z=bt; 
从 切面 ， Acost + Vsint — a = 0; 
a = ру(- asint i + acos t j + bk) ’ 
B= -cost i —sintj, 
ү = рт b sint i- b costj + a k) o 
467， Pi T- r, 
rok 
z- rE Ee, 
г. 
一 一 trek toe 
Pg = т = == = (гхг), 
` (К, Ts Т 


其 中 ， 在 字母 上 的 点 号 表示 对 参数 s 微分 。 
468. s=va:+bit, 
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473. s = av Qsht, 

474. ds?=d rtrd mp?+d z}, 

fem: 圆柱 华 标 r 、q 、z 5R ERA, у, 
z 由 下 列 公 式 相 联系 : x = гсоѕф, y=rsing, z=2 
(H169) 。 

754. d s*=d p?+p7d 02 
+ р sin? ð дф?» 

提示 球面 坐标 p 0. p5 
HERB Ex, y z 由 下 列 公 
АВА: 

х = рѕіп 0 соѕф, у = 


psinð sing, х = рсоѕ 


(图 170) 。 
476. йл: 应 用 弗 朗 内 公式 
a= B, В=-ка+ту, у y = - < TÊ, 
并 注意 到 fr = a a, BRA 


г-кВ, r=a= (кВ) 


= — K fat K ty +k б, 
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477。 


将 所 求 矢量 9 уо =ас+ЬВ+су, 


并 利用 题目 条 件 ， 可 求 得 ， @ = Ya +kY。 


矢量 @ 是 当 点 沿 曲线 以 单位 速度 移动 时 弗 朗 内 标 架 的 即 
时 角速度 矢 。 


484。 
485. 


486. 


487. 
488. 
489. 
490. 
491. 


的 点 。 
492. 


的 点 。 
494, 


495. 


496. 
497, 
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K=a/f/(a*+b*), t=b/(a?+b?) 。 
K = 2/(1 + a"), 
_— 1! 
2 ach?t ° 
2 V2 

(et+ е^їў2° 
к=-т=2{/(1+ 2t2)2, 


» =8 тра b 
95sin t cost’ 25sin t cost ° 


K = T = 


а =b 


对 应 于 参数 值 t= + alk = 0,51, 426 


4 


对 应 于 参数 值 t = 9k x(k=0,+1,+9, 


x-4y+22z2+12=0.,. 


xC, ¥ =~ Ca Z- Cs 
а, а › аз = 0. 


b, b, Ds | 
f(t)=c,+ cysint + cscost, 


D RO 是 一 个 固定 方向 的 单位 矢量 ， 那么 


) 


Š -a=cosv(v=#) , +) 
对 s 微 分 等 式 (*) S a=, 
AH, кё. B= 0, Re=0 (直线 ) 的 情况 外 ， 得 


ъ.В=0 (+ =) 
因此 ， 主 法 线 垂 直 辕 定 方向 。 


反之 ， 如 果 在 流动 点 的 矢量 月 垂直 固定 方向 ， NOR 
(+) 成 立 。 | 
Diet = 0 ,并 考虑 到 第 三 个 弗 朗 内 公式 ,由 (* +) 
5ey=0, 
故 得 5 .YY = 常数 。 (ж+ж) 
反之 ， 微分 (ж * <), Ë (* *) © 
QR} CO +) 得 


K Š ° G = тё. Vy 
因此 = (5. у) а) = 常数 
反之 ， 由 第 一 和 第 三 个 弗 朗 内 公式 得 


以 8 作 数 量 积 ， 得 》 °‘ B = 0 Aik WERE (+ w) © 


(4) 
498, ЖЕЛ: (т, т, т) = K О, 


其 次 利用 497 题 
501。 设 {1，t4，v 上} 是 定 方向 ， 曲 线 的 切线 与 此 方向 
的 实 角 决定 于 等 式 | 
— at2btuzr3ctiv _ —— — 
Zl1+u2+Í vi /Za2+4b2t2+9c2t 4° 
中 不 依赖 于 上 的 条 件 在 于 ， 分 了 
(c vt*+2but+a) 
Qc*tt+4b7t 27+ a? 
_9c?v?t*+ 12beuvts + 2(2b ц? + Засу) t? + 4abut + a 
9с? ё “+4b2t 2+ a 
不 依赖 t+ ， 为 此 只 要 
4abu =0, 12bcuv =O, 
*® 2020? Baer) а. 即 可 ， 
me: 4 =0, v?=1, 2b?=+3a c, 
502. 提示 ， 在 此 情况 e . wx = 0， 将 此 式微 分 并 利用 
弗 朗 内 公式 。 
505。 曲 线 方程 能 写 为 ， 


rer(s) p=r+\$B C») 
HAP’ 上 ВВА = 常数 ， 由 矢量 p , P”, PHB 
件 可 得 : T+ 入 (кт-кт) =0 | 
将 后 一 等 式 除 以 ?得 ，(- 二) sa (Озго, Cee) 


cosy = 


1 K o 
1+ -bh, 


Me Ak +u r =1 (s...) 
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反之 由 С ж * ж) 可 得 (+ *), 
C+) 即 得 所 求 曲线 的 方程 。 
509. 根据 条 件 有 &* = 


将 (**) 的) 值 代入 


а, 将 这 个 等 式 $ 微分 ， 得 ， 


“ee, ds" O о 
K ds = кВ 
但 因为 В" -В ma yt fst, Cs) 
其 次 ， 将 等 式 Y" = y 对 s 微分 ,得 
-TB 8-р, 
故 得 ， т“. ds`_ т (+ +) 
3 ds ° f 
最 后 ， 比较 (*) 和 ( ж *) 5 推 得 所 求 关系 ， 
“< ds т" 
K ds* < ° 


MRE = 常数 ， Mr * = 0. 


K K . 
512. x =—, -cos =—— ing, 
кът? P» y K+ т, Ф 


тте, 
513. ERAM ЖИК ВИ, AI, EREN 


BA A MeN, Ak + h + = 1。 位 于 与 已 知 螺 线 司 轴 
的 圆柱 面 上 的 许多 螺旋 线 与 这 些 A 和 对应。 


反之 ， 设 贝 特 朗 曲 线 C 存 在 着 两 条 与 已 知 曲线 具有 公共 
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主 法 线 的 曲线 ， 则 


AykK+u т 1 
Мәк tuat 1} | C+) 


MAAN, нра. 不 可 能 有 11/a = 
As 因为 那样 由 (* ж) 就 会 推 得 入 | Aa UL, = Uzo 


这 样 ， Ант] 0， 并 由 关系 式 《，) 我 们 得 到 x 和 < 
的 确定 的 值 (常数 ) ， 即 曲线 是 圆柱 螺 线 。 


=r = aa 
514. к=т оаа 5° 
515. K=T =-= см 


517。 反 之 不 正确 ,因为 在 矢量 r 的 表达 式 中 包含 有 +。 
518。 因 为 曲线 上 两 点 间 的 距离 等 价 于 它们 间 的 弧 长 
As ， 因 此 此 题 归结 为 计算 两 直线 


p=r(s)+e(s)A, 
Бтз ъл) (зъл) 
间 的 最 短 距 离 ， 其 中 e(sHkkKEFa, B, Yo 
最 短 距离 按 公 式 
ПЕЕ -As ts), els), e(s+As)| 


(gos)xEes +A $))?* 


a = KAF, 9 (5), a(stAs)| 


4 (a(s)xa(stAs))? 


_ KAT, а, Да) 
= <?» 分“ 
V a x Да)? 
AT=aAs+ j «PAs? + Ce tryte KB 


- ка) AS iter, 
Aa = к BAs +=, 


His dis 25 tony 


Fk r 40 Jd ,为 三 阶 无 穷 小 。 类 似 可 求 得 ，d ,和 d ,是 
一 阶 无 穷 小 。 
520。 如 果 螺 距 等 于 园 柱 的 园 周 长 。 


522。 R=(et+ ес isce- e -t)2。 


523. R =3. 2 et 

526。 园 柱 螺 线 。 它 的 螺 距 等 于 原 园 柱 螺 线 的 BE EE, jË 
位 于 0 z 为 轴 和 半径 为 P WEEL 

528. x = f (u)cosv, y = Í (u)sinv, z = g (и) 
(图 171) 。 

529, х = (а +beosu)cosv,y=(a+t beosu)siny, 
z= bsinu (04172) 。 

530. х =ach(u/a)cosv, y= ach(u/a)sinv , 
z=u (图 173) 。 


531. x =аѕіписоѕ у, у =asinusilfi у 


z=a(Intg (5) +сози) (图 174) 。 
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532。 写 出 两 族 直 母 线 的 方程 ， 并 用 它们 表示 x, У» 
2, 得 。 
x=a(u+v), y=b(v-u), z =9uv 


(175) 
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图 173 图 174 


曲面 z = pxy 的 参数 方程 为 ， 
X=u, у= v, 2 =puv, 
533. x =Í (u), y=p(u), z = v, 
534, x =achu, y =bshu, z = v 
看 图 12) 。 


MAE CB 
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2:，z = 一 一 抛物 柱 面 〈 参 看 图 11。) 


u)+ ve, 


>| и 
个 = 


535. r 
536, х=ц+у, у= u2?2+2v, Z =U +¥ o 
537. 曲面 的 参数 方程 为 


x =cosu-v, yrsinut+3v, Z =—2vy ` 


ШВ. (x 一 了 3)?+ Cy +8 
538。 提 示 ; 如 有 果 准 线 由 方程 
X=X(t), Y=Y(t), Z=Z(t) 
给 出 ， 则 柱 面 的 参数 方程 将 为 ， 
x=X(t)+À], y=Y(t)+Àm, >=7({)+ 
À n. 
由 此 消去 入 和 初 t， 得 方程 为 
f(nx— 1+2, ny-mz) =0。 
539, (лх ~ 12) + (пу – ш2)? =ап(пу ~ ш2) 。 
540. ЭЙИ; x=v?t+1, у= v2-— 1, 2 =273 
x-16_y-12_2-4 
3 2 - 1 
541, х-а=у (1) - а), y -b=v Сф(и)-– 
bl, 2-с= у (4 (90) -е) 
从 这 些 方程 中 消去 参数 au 和， 得 方程 为 ， 


F 0， 


z)2= 1% 


3) 


° 


542, (bz—-—cy}*=2p(z-c)(az —c x). 
543, (х+1)?=2у?+ 2% | 
544。 人 在 曲面 上 ， 了 不 在 。 

545. MERE. 
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BUT. 

547. На = x + ¥ ° 

548. u 点 到 锥 面 预 点 的 距 岗 ， v 
曲线 上 所 有 点 离 闹 点 的 距离 为 1 。 

549. 两 族 平行 这 线 CA 78 „ 

550。 由 坐标 原点 引出 总 FRE ПЕ УТЕ ERE BJ A 
心 园 族 (图 177) 。 

551。 了 曲线 v = 常数 一 一 共 焦 点 汶 般 网 族 和 Ox 轴 上 的 
线段 【- 1，1] ; 曲线 u = 党 数 一 一 共 焦点 的 双 曲 线 族 和 
Ox 轴 上 区 间 ] – ес, 17) FM C1, ос C (图 178) 。 

552。 直 母线 。 


553. 1) х = acos(u + у), y =asin(u + v ) ， 


HRH Me, 


2= ш; 


2) х = асоѕи, y=asinu, z = Би+ v; 
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555. 图 形 的 方程 : 

х = a(cosu-vsinu) , у = a (sinu + vcosu) , 
z=b(u + v), 
不 是 。 然 而 ， 如 果 从 图形 中 去 掉 原 柱 面 螺 线 的 点 ， 则 得 到 的 
是 曲面 。 

556。 如 果 取 〇 z 轴 为 旋转 轴 ， 则 一 般 螺 面 的 方程 将 为 : 

x=ucosv, y=usinv, 2 = Ё(и)+ат, 

其 中 ，u 一 一 螺 而 上 点 M 到 轴 的 距离 |1 MK|; vv 一 一 从 
x O z 平面 起 竹 的 母线 平面 的 旋转 角 ; а 一 一 常数 ， 是 移动 
速度 与 角速度 之 比 (4179) 。 

557. x = ucosv, Y=UuUsinvy，Z=avy 一 一 正 螺 
m (图 180) „ x =ucosv, y=usinv, 2 = ми + ау 
— AR (A181) 。 

558. x =a(l-u)cosv, y =(1 — и)ѕілу, 
z= a v 一 一 正 螺 面 。 

559. x =ucosv, y =usinv, z= f(v) 
其 中 ， 如 果 f(v)= a v + b， 则 得 到 正 螺 面 。 

560. 2Z (X2+Yy?) = 2аху, 


561. х =ucosv, y=usinv, z =— 
COSY 
562. r=p (s)+ a CË cosa + >“ Bysina) 
р. px pl 


Kho 为 曲线 主 法 线 和 在 管状 曲面 任意 点 动 园 半径 间 的 Ж 
角 。 


565。 按 公式 ，u = c cos , 


0<y <b> 引入 新 参数 pm 和 中 置换 tt 和 vs， 并 将 这 些 
信 代 入 正 螺 面 的 矢 方程 
r =u (cos v i+ siny j) +avk, ` 
i#p(t)= c(cost i +sint j) +atk, 


ПЕШИН r= Ye 0)r PCH. 


a x y 
566。 抛 物 面 方程 5 + q 


u. Pe Tete) + (у ЕЕ) 
可 写 为 : r= (иі tor КЕТІ ° 
567. WMo( Xo. Уо» Z o) 是 二 次 曲面 # (х. y. 
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z) = 0 上 的 某 一 点 ， 过 点 M6, 的 任 一 直线 
к Каш УС Fee #5 Sui RM, ДМ 


u ү 
的 z 坐标 由 二 次 方程 

f(xo+u(z~-zo), уо+у (2-20), 2z)=0 
确定 。 根 据 假设 ， 这 个 方程 有 一 根 为 2 。 故 第 二 个 根 ( 点 
M 的 坐标 〉 将 可 用 u 和 的 有 理 函 数 表示 ， 从 而 证 BH 了 ## 


论 。 
_ x-1 y z- 
569. 1) WR: у= 0, ze AM GO = = x 


法 平面 x-1=0, (х- 1) +у+А(2- А) =0 


1 
2) cosa == ус + kz ° 


571. 18x +3y -4z —41= 0, 


~ -1 
572. 3x-y-2z-4=0; 了 
22 | - 
= 2725, 
— 1 _ 
573. 6x +3y -22 - 7 = 0, = -了 
„274 
= ee 
574. х+у-/ 92 = 0; 法 线 
x-(2 y-V2_ 2-2 
1 1 - 2? 
曲线 u = 247%. х+у= 249, z = 2, 
س‎ 1 _ 
575. Зх +12y ~ z -18= 0; * ` = 7 
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z-9 


— 1 ° | 
~ Е _ 4 
576. 8 x +4y +122 -169= 0; ы 
„2-12 | 
12 ° 
577. 3х-2у+35»-4=60) 7ے‎ 
ti 
= 
Xo X Yay Zaz 
578. АГ ++ + HEET 


579. xcosucosv + усоѕиѕіпу – zsinu 
u... 
+ а (Intg (52) sinu = 0, 


580. x asinv- yacosytzu-~-auv=0; 


x*ucosv ' y —<usinv 2 - ат 
asiny 一 -acosy ` u ° 
BBA u = ,法 线 与 0 z MEEN BHAY- v RR 
行 固 定 平面 。 


581, 12x +9y +202 —230= 0。- 
582, х+у+>-8=60 
586。 点 的 曲线 坐标 由 方程 
tgu =+C//A?+B*, tgv= 了 B/A 给 出 。 
3. (R-Tr(s)), r(s), f(s)) =0。 


沿 母线 5 = s , 切 平面 不 变 ， 它 与 曲线 f =T(s) 在 s =s, 
处 的 密切 平面 重合 。 
598。 切 平面 方程 能 写 为 。 
Í (c )(xsince —ycosc )-ulaxcose +aysinc -z 
+Í(c)) = 0, 
故 得 ， 所 有 平面 均 过 直线 ， 
у= хібс, axcosctaysinc -ztf(c)=0, 
599， 取 法 线 的 交点 为 径 矢 的 始点 ， 那 么 
r%yre=0 rea,r= 0 
故 得 r := 常数 
601. Фа 为 已 知 直 线 的 方向 矢量 ， 并 取 径 矢 的 始点 
在 此 直线 上 ， 则 矢 景 +r 、a 和 sur xə, r 位 于 同一 平面 上 ， 
H 
т*(ах (urxarr)) = 0, 
按 二 重 矢 积 法 则 得 到 ， | 
(rar)(a -9,г)- (т *Э,г)(а *э,г) = 0 
但 这 能 写 为 函数 行列 式 等 于 需 的 形式 ， 
әрт 2 (а ° r)-3, ria ° т) = 0% 
HER? 和 а + г 间 存 在 函数 关系 ; 
r= Í (a т) ° 
取 O z 轴 沿 矢量 a 方向， 得 


x?+y*=f(z) 


旋转 曲面 。 
605. Ж Е= г (ѕ)+иа(ѕ) Ун, Нгс($) 
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HBR. WA 
aR=atuxp, а-а, | 
曲面 的 法 线 矢量。N =9s Кхә,К= ик (ха) 的 
方向 沿 曲线 + ( s ) 的 付 法 线 方向 ， 这 就 是 需要 证 明 的 。 
606. 必要 性 ， 设 a 是 垂直 于 准 平面 的 矢量 ， 则 e .a 
= 0. Me’*a=0, e"*a=0, 
But: (е, e’,e")=0, 
#e' =0, Me’ EZR, Не. e =-0,¢e ° a =0, Hi 
日 是 常 矢 ， 曲 面 退化 为 柱 面 。 
充分 性 ; HE (е, е',е”)=0, e #0, 
则 矢量 c = (e xe / le HZR, Hc’ = 0. ЖЩ 


e 与 定 矢 < 垂直 ， 即 平行 固定 平面 。 
607. ER ШУН 
608。 曲 面 的 最 小 纬 线 。 


609。 原 曲线 。 
610. R=rt _ т — B, Жї к 是 原 曲线 的 曲率 ， 
т 是 它 的 挠 率 。 


611. 取 腰 曲线 为 斜 直 绞 面 R=r(s)+nel(s ) 的 准 
8, Ша. е/= 0 。 沿 确定 母线 的 法 线 关 量 为 a,x cot 


u (Ceo xe); 因此 由 原 曲 面 法 线形 成 的 曲面 方程 能 写 
为 ; ` 


269 


R=Toru eet у (аваа ax 。 
RRE Gy x ese X е, ИЛЕ, 选取 直角 坐标 系 、 
使 原点 在 点 了 。, 而 坐标 加 方向 与 所 指出 的 矢量 方向 重合 ， 那 
么 得 到 的 曲面 方程 为 


х=й, szav, by 
_ 
2 ai Уе 


或 | | 
SARUM, CATAL ДИЕ E, © 
612， 把 曲线 的 方程 写 为 参数 式 


x=et/(t?-1), y=1/(t?-1), z=t, 


得 到 Qb(t)=t3(t2- 9)/(t2- 1). | 
613。 中 (t ) 值 对 于 t 来 说 是 二 阶 无 穷 小 ， 因 此 是 一 阶 
切 触 。 
615。 设 曲线 方程 为 х=х({), у=у(1), 
z= Z(t); 
x(t)—-x(to) 了 (t) 一 7(to) z(t)—z(to) 
x(t o) y(t o) z/(t 9) 
x(t o) y"( to) z(t 9) | 
Ж х (і) - х(і,), y(t)—-y(t b z(t)-z(t 60) 
按 台 劳 公式 写 出 ， 且 在 中 (t ) 的 表示 式 中 〈t = to) HR 


| 


RAZ, BB: . 
| x (to) y” (ta z””(t.) 
x! (їч) y(t) z (to) ] = O, 


x” (t o» у” (to) z” (to) 
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AH, HAH FTE. 
617. x'+y2= 1 |B: E 
618. xy+y z=] 双 曲 柱 面 
619. xl+ y2+ Zz2—2x y-2x2z2-2y z=0— 不 
包含 顶点 的 锥 面 。 | 
620. 例如， (х- С)+у?= С°, Сж0. 
621. 例如 ， (x= C)2+ y+ z2 =0, СФ 0. 
622。 包 络 是 圆柱 面 72+ z*= 1; 特征 线 是 贺 
у+22= 1, x - C = 0; АТЕВ, 
623。 对 于 建立 在 平行 O y 轴 的 弦 上 的 球面 有 
a ptt i. 1. 


мавр l> m, WAM, Hh o RADE 


x = асоѕф, y= bsinp 2% 


对 于 建立 在 平行 Ox MA LOR AA 
2 2 2 
aot д =1, 12. 


对 于 双 曲 线 x=achp, у = bshyp 得 到 

1》 如 果 弦 平行 Oy 轴 ， 则 在 b 之 a 时 包 络 不 存在 ， 在 
b 之 a 时 包 络 方程 为 ofp 2-1, 

“leo |< eit, BART 

2) MRO x 铀 ， 则 在 b + a 时 包 络 方程 为 


x*+ 2? y? -1 
a? a` —- b? ° 


如 果 b >a ， 它 包 络 所 有 球面 ， 在 b < a 时 包 络 
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lteg |< 了 的 球面 。 如 果 b = a， 包 络 是 平面 = 0 CATE 


308. 30988) o 
624. MEER, x = bcosa, y=bsina, z= b a 


625. xyz= SV, 
а 2С? 
626. x + уї+(2 ~ С)? = aT 


提示 ， 球 面 由 在 x O z 平面 内 ， 与 专线 x = +а 297 
AB DO z 轴 工 的 圆 旋转 而 成 。 
627。 族 的 方程 ， (及 -Pp(s))2= a, 
关于 s 微分 ， 得 到 ， (R-p)easo, 
ШЕК-р=^лү+иВ, А°+и?= а? 
Ж: A=acosa, р = asina 
得 到 包 络 方程 为 及 =p+a (ycosa +Psina) , 
628。 族 的 方程 , Е 
(x — bcos)? + Cy – b sing)? + 22-а =0 
判别 曲面 的 方程 ， | 
(x+y? + z+ b?= a*2)2- 4b232(x2+ y2)=0, 
BRE а > b 时 ， 缩 为 两 个 点 (0，0，+wa2z-b2)， 
在 a = b 时 ， 缩 为 一 个 点 (0, 0, 0), 
629. 4 
[Cy = R)2+ z? R? y + R)?+ z*- R?) = 0 
RB A. FREE (A182) 。 | 
630。 判 别 曲面 由 方程 组 
(R-r(s)*y(s)= 0, | 
(R-r(s))*B(s)=0。 
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确定 ， 已 知 曲线 的 切线 是 特征 线 ， 辩 线 是 已 知 曲线 。 


631。 判 别 曲面 由 方程 组 
(R-r(s)) -a(s)=0, | 


(R-r(s))-Bés)x(s)-1=0, 
确定 。 特 征 线 与 付 法 线 平 行 且 过 曲线 的 曲率 中 心 。 背 线 
1 、, 一 
к? Y 
是 由 曲线 的 密切 球 心 组 成 。 

632。 判 别 曲面 由 方程 组 

(R- r (5)). B(s)= 0 | 

(R-r (s))'(r(s)yY(s)-k(s)a(s))=0 
确定 ， 特 征 线 指向 沿 达 布 矢 (参看 477 题 )。 
FER R = r +7 T а K 


R=r+18.+ 1 Ç 
K т 


633. MO x APM HMAE,-x?tg*aty*+z* 
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= 0, BO y Mika 角 得 到 ， 
~(xcosa + zsina ) tga + (—xsina +z cosa)? +y? 
= 0, RË 
y *cos a + z*cos2a — х 2 ѕіп?а = 0. 
将 这 个 锥 面 绕 9 z 轴 旋 转角 《PB 是 族 的 参数 ) : 


~(xsinB + ycosB )*cos?a + z*cos2aq ~ z (x cos B + 


ysinB)sin2a = 0, | (*) 
ЖКО) ВАЛЯ] | 


(- xsin Ê +ycosB)(xcosacosB + усоѕа sinB +zsina) 
=0, 
平面 x cosa cosB + ycosa sinB + zsina = 0 
垂直 于 锥 面 的 轴 且 与 锥 面 仅 有 一 个 公共 点 。 
由 方程 -xsinB + ycosB = 0 与 族 的 方程 (* ) 消 去 B， 
得 到 包 络 方程 z(zcos2au -wxz+y2sin2a》= 0, 
因此 ， 平 面 z = ОЯ x? + y*- zzctg22a = 0 ARH 
面 的 包 络 。 

635。 观 察 已 知 曲面 о 的 一 条 直 母 线 1 ,在 它 的 所 有 点 上 
с 的 切 平面 x 是 同一 个 ， 看 直 母 线 1 的 点 上 作 平 行 平面 族 截 
o 的 所 有 截 线 的 切线 。 显 然 ， 所 有 这 些 切 线 将 彼此 平行 。 但 
那样 的 话 ， 这 些 平面 截 线 在 它 与 直 母 线 1 的 交点 处 的 法 线 将 
彼此 平行 ， 即 它们 将 位 于 同一 个 平面 x* 内 、 因 此 ， 平面 截 
线 的 郊 缩 线 所 在 的 曲面 是 平面 族 n* 的 包 络 ， 即 也 是 可 展 pH 
ie 

636. z =a, z=-a 

637。 在 曲面 上 取 任 意 曲线 二 ， 并 在 曲线 的 每 个 点 E HE 
切 平 面 ， 那 么 曲面 可 看 作 这 些 平面 族 的 包 络 ， 因 为 根据 条 件 
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平面 族 的 每 一 个 平面 都 与 已 知 曲面 沿 曲 线 相 切 。 另 方面 ， 这 
些 切 平面 形成 一 个 单 参数 (曲线 本 的 弧 长 $ 〉 的 族 ， 因 此 € 
络 只 能 是 可 展 曲 面 ， 即 这 些 切 触 曲线 是 直线 。 

638. 设 Mi(xi yizD)(i=1，2，… п) 是 已 
知 点 。 将 平面 方程 取 为 法 线 式 ! 

xcosa + усоѕВ + zcosy — p = 0 
点 Mi 到 平面 的 距离 为 

bj = xicosa + yicosB + zicosy ~ po 


由 题目 条 件 


n n n 
cosa Z xi+cosB Z y; +cosy Ж zi-np=b= 


1-1 1-1 1-1 
常数 。 
将 这 个 关系 式 写 为 
n - n n 
2 Xi Жу 之 Zi 
i-1 il _ i-1 b 
cosa + cos В ——- +cosy -p= 


这 个 条 件 表示 了 这 样 一 个 事实 ， 具 有 坐标 


n n n 
> x . Z yi, > Z: 
i=] i-l 1=1 


n n n 
的 点 距离 族 的 所 有 平面 有 同样 的 距离 ， 因 此 ， 包 络 是 球 心 在 
此 点 的 球 。 | 
639. ds*= (f'* + 8/2) ди + f dy, 
640. ds? = В? (4и? + соѕ?ийу?) 。 
641. 45° = (a’sin?u+c*cos*u)du? + acos udv 2, 
642, ds? = (a?sh?u + c?ch?u)du? +а?сһ?ийу?, 
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643. ds? =(a’ch?ut+e?sh?u)du?+ atsh?udv?, 
644. ds2= (1 +4u Dd u? + ud 2, 

645. ds” = d u + Rid v?, 

646. ds? = (1+ Кк?) аи? +u2d v2, 

647. 05: = bd u + (a + bcosu) d v>. 


1 


648. ds* = ch? (2) du* + ach (Ê) dve, 
649. ds? = а ctg? u d u?+ asin ud v2, 
650. ds? =d u+ (u 2+ a*)dv?, 
651. ds? =C1 +Ü2(u))du2 + 2af’ (u Jdudv + (а? 
+u*)dv?, 
652，1) 对 于 由 曲线 + = r Cu ) 的 切线 形成 的 曲面 
R=r(u)+ va (u), 
ds? = (1+ «* v )du?+2dudv +d¥2, 
其 中 K J Et 33 HZ n HE, 
2) 对 于 主 法 线形 成 的 曲面 R= r Cu)+ v B Cu), 
ds=((1-« vj +r vPId u 2+ d v? 
8) 对 于 副 法 线形 成 的 曲面 R= r (u) + v y (uD, 
ds*= (1+r2v2)du2+d v2, 
其 中 + 是 曲线 r = Cu ) 的 挠 率 。 
653. ds*= (1+p*}dx?+2pqdxdy+)1+q?)dy?, 
其 中 ， р= 952, q= 9.2, 
654。 在 1)，2)，4) 的 情况 下 。 
655. 


I 


E’ = yE, v’) -2F3 v 9v + G(a,v")2), 
i 
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G = h CE (әш)? 2F9,u!ə u +G(9.,u!)23 , 


1 
P= pa {-Еә,ц/ә,у” + Е(Әшц/Ә,у/ +ә,ш/Ә,у/) 


- Сә. U u у” , 


H 
/ а, 
H = js 
D ,, ГА 


658. ШЕ ARAN, ARERR EE 雪夫 
网 。 


659。 球 面 d s?=d u?+ Reos? (u/R) dv?, 
Mi: d s?=du*+ (at bcos(u/b))?d v2, 
mH: а s?=du?+ (a +u Dd v?, 
AEE: d st=du2te2"/4d v2, 

提示 ，u 是 经 线 的 自然 参数 。 
660. d s*= du? +e >/"d v2, 


— 


设 ，u =v vi=ae 1) 3 得 到 
a? 
d s u (du dv"), 


661. COP T+ at xi’ 1 + ay ° 
663。 取 上 曲面 的 第 -一 二 次 形式 为 ， 
ds*=dut+G(u)dv?, 
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| M] cosa = === du _ 

| Ydu2+Gtud)d v?’ 
L -+ 人 -du 
故 得 vetgo = | JOUT 
664。 取 球面 的 第 一 二 次 形式 为 ， 


d s*=du*+Reos*(p) й v2, 


得 

vetga = tlate( T+ 2 P) ° 

666。 锥 面 方程 写 为 ге ve (u), |e(u)]= 1,8 
到 

tgalnu = | | e’(u)[dutC, 

667. 落 曲 面 方程 取 为 652 题 所 指出 的 形式 ， 得 到 u + v 
= 常数 。 


668， 把 曲面 S 的 第 一 二 次 形式 写 为 
ds*= (1 +к?у?) й u7+4+2dudvedv?’, 
得 到 
(sina — к? у 2соѕ? а )du? + 2sin? a dudv+ sin2a dv? 
= 0, | 
669, (ЕЁЕә,р-Еэ ф)ди+(Еэ,фр-СӘ„ф)ду =0 
670. v-tgu = 常数 。 
671. u?2+u+1=C, e (C, = 常数 ) 。 
672. vt À. 


673. = eos V, Y= U 2 V sin ¥ 


其 中 U=2ut+v Vev, 
674. ER-FQ+GP= 0. 
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676. (1+a`°x°)y2= С, (1+а?у?)х?=С,, 


678. 
679. 


In(u + 7u +a) tv = Ж 


utintg¢v/2)= Жү 


680.,ay+V/1lta*y*=C (ax+y l} кон 


和 


681. 


г= аху, 


уату суусу үтү | 
9 


®=аху, 


1) ds? = (8u? + v2)du2 + 3uvdudvy + (8v*+u2)dy2; 


2) d 

d 
3)s 
682. 


683. 


cosy 
684. 
685. 
686. 
687. 
688. 


a 
lI 


< 
il 


s=2\/2v?+1dv,ds =8 u + 


ава + заби, 
=8Y2att+a?+ 2, 
cosa=+(i-a?)/(l+a*), 


10 
р = yas cosa = 1, соѕВ -5, 
2 


= ge 
s=|shu,—-shull。 
cosa = - 3/5, 
cosa = 2/8, 


5 = 2 | ш. - ц], 


ldu; 


ds? = a сів?ийи? + a šsin*u—; 


|: du | 

ut sinu =a 
alve-vilo 观察 曲线 族 
alntg(u/2)+C, 


a 1118-5 - latg 


du” a*du? 
sin2u ` sin? u 
ui 
2 
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AM (u, vi) 位 于 曲线 
yv=-—alntg(u/2)+C, 
E, fi M,(u,, v.) 在 曲线 
v=-alnte(u/2) +C, 
E, Bl ov,=-alntg(u,/2) +C,, 
v,=alnte(u,/2) +C, 
v= — alntg(u,/2) +С,, 
v = alntg(u:/2) +С; 


就 是 view ty ’ viet, 
因此 s= alva- vi 15761, 


HSC 无 关 。 
689. 1) 取 球面 方程 为 
x =Rcosucosy, у =Rcosusinv, z=Rsintu, 
署 一 直角 边 在 油 线 4 = 0 上 ， 另 一 直角 边 在 曲线 v = a Б, 
一 个 顶点 在 点 B(u = 0, у= 0)， 第 二 个 顶点 在 点 A (а 
= В, у= а) (图 183) 。 那 么 ， 直 角 边 的 长 分 别 为 
а= Ка, = RPB。 要 计算 e 应 该 求 〈 在 球面 上 的 ) 曲线 
Ay+Bz=0 
在 所 示 两 点 间 的 弧 长 。 在 曲线 坐标 中 斜 边 的 方程 为 : 
Acosusinv + Bsinu = 0, 
因为 它 过 点 (и = BB，vY =a) ， 那 么 
sinv=ktgu, 


sing 


其 中 k = “te В ’ 
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图 183 


(В cosu du 
= = 2 1 ney 
с= 5 = RY1+ К [Равна 


= Кагсѕіп(4/1 + k?sinB) 
= Rarcsinw 1-cosa‘cos?f ; 


#15 соѕ(с/В) = cosa соѕ В =cos(a/R)cos(b/R) 
= R2 =- R2| 2 f(v) 
2 S=R || cosududy =R | d "| cosudu, 


其 中 f(v)=are tei, 


S= R? | “ Sinarctg- У. dv 
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= к { | Sinv dv 
Е o (1+ k2) C05 у 


= R? (are sin- 1 — arc sin .2 ) ° 
“1+ k* v1 + К 
故 得 
9 _ sina +k? —kcosa 
Sin Ri- 7 ри 
_sinasinB _ sin(a/R)sin(c/R 
71 +соѕү 1+cos(c/R) 
利用 关系 式 
t 
cos B = ir, 
得 到 
sinB -sinp 
siny 
sina sin В 
cosl A+ В) = - 1 +cosy? 
| т sina sin Ê 
sin(A+B- 9) = 1 + cos y ° 


与 前 述 比 较 ， 得 ， 
S = КА+В- 9) 。 
2 
690. 5 = 5 (4/8 +1 (1+20. 


gol. S= at (2-2,1 (14/292. 


692. S=2a*(n-2) 9 其 中 a 是 球 半 径 。 
693. S=29,R?, HH RER, 
695。 提 示 ， 取 锥 面 方程 为 1 = vy e (и), Ее (u)| 
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= 1 。 将 它 芍 第 一 二 ;名 形 式 与 平面 在 极 坐标 中 的 第 一 二 次 形 
式 作 比较 。 
696。 如 $52 题 注 明 芍 ， 这 个 曲面 的 第 一 二 次 形式 能 写 为 
d sš= ГІ + у? к? (и) 1и? + 29dudv+ бу? 
其 中 ка Ж, 
WHR LIRR GWA, BBA CNET A НОЕ TES 
持 不 变 。 因 为 在 ds 的 表示 式 中 没有 井 线 的 找 率 ， 因 此 昌 线 
工 的 切线 曲面 的 祖 应 变形 将 使 原 曲 面 贴 合 在 变形 曲面 上 。 将 
曲线 工 变 为 平面 曲线 ， 因 而 我 们 将 切线 曲面 贴 合 到 平面 上 。 
697。 正 螺 面 


X=ucosv, y=usinv, z=av 


的 第 一 二 次 形式 为 
d s?=du?+ (и?+а?)а у?» ( *) 
Se ex BE Hi ДЕШ bE 
x=ach(z/a), y=0 
BO z HEMT, BARK SMA ABR 
x= ut+a* у= 0, zs аа nta, 


通过 直接 验证 就 可 确认 它 。 那 样 其 链 面 的 参数 方程 将 为 


x=Yutt+atcosy, у= и? + а sinv, 


u+/u?+a? 
>=а1п 一 一 一 一 一 一 。 
a 


ЖЛЕ ЖЕ ШШ Ж ——ЖҢ Ж, BS] (жә), 
701. 702. Me 


703。 没 有 边界 圆 的 半球 面 。 
704。 没 有 边界 圆 的 球 带 《〈 图 184) ， 
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705， 无 界 的 两 个 球 截 C185) , 
706. KE, 


707, 无 端点 的 半 个 大 部 。 


708。 大 贺 的 两 段 对 称 强 。 

709， 珊 条 纬 线 〈 如 果 法 线 指向 稚 面 外 ) o 

710. 不 包含 两 个 对 径 点 的 球面 。 

711， 除 去 一 个 大 圆 的 球面 。 

712， 了 到 球面 两 次 ， 如 果 竖 直线 是 环 面 的 轴 ， 则 环 面 最 
上 面 和 最 下 面 的 纬 线 映 身 为 球面 的 极 。 

713。 两 次 到 缺 一 个 端点 的 大 贺 的 四 分 之 一 。 

714。 取 无 数 次 的 无 极 半 球面 。 


716. و‎ = T: ретт Ce -fg dut + fe! dv 


717. 中 := R(d и? + соѕ?ийу?) a 


ac 
18. = = =(du? + cos?udv?) 
118. De Wa sinê u T oC COS us 


— ас 
P= a tshtu + c chšu 
Ф. = a c 
° "` Wa chu + с sh u 


(d и? ~ch?udvy*).« 


(du +sh?udv? ), 


722. ф,=Кау*, 

723。 中 ,= dy。 

724. p,=bdu'+cosu(at bcosu) dv’, 
725. ф,=- l (du adv © 


726. p .= — actgu (d u2—sin2u ау?) 。 


2adudv 
727. Ф,= 一 AT 
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729 Э‹хЇ&х* + 29: хбу +əyrfdy? 
е Pa IF G Dr (өр ру ° 


由 题目 条 件 
9.x Í =0, Əyxr Í = 0, ayy f = 0, 
这 个 方程 组 的 通 解 ， 


f=axt+byte, 


730. P= оо»: d u 2 十 a d ү? 


u + a 
K nj 常数 一 a/ (u +a), 
K nj -常数 =a/(u2+a2) 。 
31。 若 曲面 方程 取 为 554 题 那 种 形式 ， 则 
к.= 0, K2=t/V Ky, 
RP k 和 分 别 为 已 知 曲线 的 曲率 和 挠 率 。 
732。 Ki=a/b*, к„=а/с?, 


735. K1=V38/9, K2=-\/3/8, 
736. ку= 1/р, кз= 1/4, 
_ du? 
м1+ u 2С 1 + а 2) да + ау?" 
HH u = х, v = 7 
2)ка=-1/(1+ц?)% 
3)kn=- 1/21 5. 
739. Dki=1/2/5, к,= 0) 
2x-2=0, а-1=0; HZL, y=0 
3)k =2/9w5。 
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738, 1) K n = 


740. 14 x2+ 9 y2= 1; 


2)R = 2/13, 
741. 提示， 将 欧 拉 公式 记 为 
1 _R,+R, R,-R, 1-1 
ri 2R,R, Е, Е, cos2( Фф + n х) , 


其 中 ， 1/R,, 1 / R;, 是 主 曲 率 ， i=1, 2," n. 
742. 球面。 
744. PPR To 
746. 1) 对 于 由 曲线 
x=f(u), y=0, z=g(u) 
О z 轴 旋 转 而 得 的 曲面 ， 
_ ect 'g "= fg’) 
一 f Cf’ + g/2)2 ° 
2) W TER, K=1/R2. 
3) 对 于 旋转 椭圆 面 


K = c° 


~ (а cos ц + с sin’ u )2 ° 
A) 对 于 旋转 单 叶 双 曲面 ， 
K= c’ 


` (ash? u + cêch? u)? ° 


5) 对 于 旋转 双 叶 双 曲 面 ， 
с? 


K = Catch? u + c*sh? u)?’ 
6) 对 于 旋转 抛物 面 ， 


1 
GE 
7) 对 于 圆柱 面 ， 
K=0, 
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8) 对 于 圆锥 面 ， 
K=0, 


+ هن — — . 


соз ü 
K=+ (a + bcosu) ° 


10) ҒА, 


1 
К = - езера) ° 
11) 对 于 盆 球 面 ， 


= at? 


747 ,曲面 的 主 曲 率 半径 之 一 等 于 抛物 线 7*=2P x 的 


曲率 半径 ， 
в: 二 pc 14 ха, 
另 一 个 主 曲 率 半径 等 于 到 准 线 的 抛物 线 法 线 线段 长 ， 
Р? 2x 
Ri = у (+ 
Вж, 
К =21Rai о 


748. K=-— ду Cusl А+ ayy I n AKERD 


ED 


у 


_ 9. G 
749, 一 Сс о 
750. К= -1, 
2 2 
751 “f=epq (1+ pet qe 


753. K= FIFO, FYE CLF? 
FF yF Ə F exF 
9. F ə, F ə, F УТЕ | 
ә, F ә. ә, Е ə, F 


ө F 9 F e, F 0 


о 


754. К= 4с 
755. SERRE 
p=r(s)+ uB(s), 
给 出 ， 则 
K=- [(1 - wees vey?) 2 
其 中 k 和 人 + 分 别 是 曲线 r = r (s ) 的 曲率 和 挠 率 。 
如 果 付 法 线 曲 面 由 方程 


P=r(s)+vY(s) 


+ 2 


АШ, M K=- Gy esas 


其 中 是 曲线 r = r (s RRR, 
756 .H= 0, K= - а?/(а?+ u), 在 螺旋 线 上 全 
曲率 为 常数 。 
rt-s? 


757. K= G+ p+ qm 


H= (I+ р?) Е +(1+ 92) ғ —2pq s 
一 21+ p+ q 2)32 


ЖФ. p= 3、z， q=9yZ, г= 9xxZy S= 9,yZ, 
t= %yyz, 
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{ , f” 
p (1+ f 122 
t” f 7 
= (Q + f72y8 72 + ° p = 

759, H=-1/2a., 
` 761。 若 环 面 的 轴 为 紧 轴 ， 则 环 面 最 上 面 和 最 F 面 的 续 
线 由 抛物 点 组 成 。 这 些 纬 线 将 环 面 分 成 由 椭圆 点 组 成 的 外 面 . 
部 分 和 由 双 曲 点 组 成 的 内 面部 分 。 

762， 曲 面 上 的 所 有 点 都 是 椭 贺 点 (图 186》。 

763。 正 弦 曲 线 的 顶点 形成 的 曲线 由 抛物 点 组 成 ， 正 5 
曲线 的 变 曲 点 形成 的 曲线 不 属于 曲面 。 上 述 两 族 磺 线 将 整个 
曲面 按 全 曲率 的 符号 分 为 两 类 区 域 ， 同 一 类 区 域 全 曲率 的 符 
号 相同 ， 两 相 邻 区 域 (上 而 或 下 面 ) 全 曲率 的 符号 不 同 《图 
187) 。 


758。 K= 


+ f2° 


H 


图 186 


764. 点 x = 1, y= z = 0 是 奇异 点 ， 并 分 册 面 为 两 
部 分 ， 对 于 x > 1 的 曲面 点 是 椭圆 点 ， 对 于 x 之 1 的 曲面 点 
ERRA (图 188)。 ` 
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Al 187 
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چ 


ITS 
QUE 


اس 


图 189 


765. 曲面 的 所 有 点 都 是 双 曲 点 〈 图 189) © 
766. BRBABSO , 则 所 有 的 曲面 点 是 双 曲 点 (图 190)? 

涛 AB<0， 在 曲面 上 所 有 三 种 类 型 的 点 可 能 都 有 (图 191)。 

767. MEA. 

768. WHR. 

769, 770. WEA. 

771. MHS. 

772 一 775， 抛 物 点 。 

776. Bi’ <0, BMA A, Wi’ f DO, BR 
曲 点 ; Wi’i’=0, АЙИН, 

778。 必 要 性 显然 。 证 明 充 分 性 ， 设 

L= AE, М= АЕ, N= ÀG 

将 二 次 形式 的 系数 值 代 入 : 
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一 3 


n ° ar = ЛӘ. 
= ә г, 


或 者 


(n, + À r.) "r= 0, (nu + À r.) ery 
这 里 再 列 出 等 式 


(n. + À r.)n=0, 


,= 0。 


同 理 可 证 矢量 a + À r, HER 


于 是 ， 
пи = ~ А Гг.» ny=-Ary 


(+) 
对 v 微分 第 一 个 方程 ， 对 u 微分 第 二 个 方程 
得 到 
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0 


图 191 


П пт 三 Хуга - À T uv mvu=- 和 urr 一 A f va 
故 得 _ 

Aytu-Auty= 0。 
hay À „(8 之 一 不 为 零 ， ЛЕЗ ra 5 r kê , 这 是 
不 可 能 的 ， 除 去 这 种 情况 ， 得 到 
A= 常数。 积分 方程 (。 ) ， 


г=-®+т‚ CTI = үү RED o 
тво. PESTER MONTE, PREE SERR H 交 


点 P:，P:……。 设 Mi、M ,为 与 它们 对 应 的 渐 伸 线 (经 
R) 上 的 点 ， 那 么 过 这 些 点 的 纬 线 是 由 圆 点 组 成 。 
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781. 由 正弦 曲线 的 顶点 形成 的 纬 线 ， 而 且 仅仅 是 它们 
(参看 780 和 389 题 ) 

782， 两 个 点 一 一 糖 贺 面 与 旋转 轴 的 交点 。 

783， 抛 物 面 的 顶点 。 


784， 在 抛物 面 
+ 2z, p>q>0 
上 有 两 个 加 点 ; 


А,» (O, +/ра-94, (р-9)/2), 
785。 在 椭圆 面 


x? y? 


а? + La tage 1, a>b>oc>od, 
上 有 四 个 圆 点 ， 


786. FE IH RH TH 


x 2 ү? z? 


а? + b: ec? =- 1, a>b>o, 
ЖИТИ к 
SEIL DETE 
A,—, (0, rb Р, te brace ° 


789。 例 如 ， 由 抛物 线 y = х0 y 轴 旋 转 所 得 的 曲 
面 。 一 

790。 例 如， 在 柱 面 y = x4 上 轴 O z 是 由 平 点 组 成 。 
791。 利 用 729 题 。 

792. Mdu+Ndv=0, Ldu+Md v =0 

793. LR-MQ+NP=0 
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798. b (1 ,0，,=-1) 。 
799. (LB-~MA)du+(MB-NA)dv=0. 
801. v = arc tgu +C, 
804。 取 伪 球 面 的 方程 为 
X= аѕіписоѕу, y = asiNusinv, 
z=alntg(u/2)+acosu, 
得 到 
Intg(u/2tve=C, 
若 引 进 新 参数 
u’=Intg(u/2)+V, 
v'=lntz(u/2y— v, 
则 坐标 网 将 是 渐 近 曲线 网 ， 且 第 一 。 二 次 形式 的 系数 满足 
657 题 的 要 求 。 
:806， 若 从 旋转 曲面 的 方程 
x=fCudcosv, y =Í (u)sinv, 2 = ф(и) 
出 发 ， 则 得 到 
Ci’p”— f*7) du?+fo/’d v?=0, 
807. 4 土 Y= 常数 
808， 若 取 环 面 的 方程 为 
х =(a+bcosu)cosv, y = (а + beosu)sinv, 
z=bsinu, 
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则 渐 近 曲线 的 微分 方程 为 
=b d и? + соѕи(а + bcosu)d v= 0, 


Mn / 2< u<3x |2， 它 有 通 解 


wbdu 
= + .YX 9 S 0 
ү+С=+ ооа + bcosu) ° 


显然 ， 曲 线 u = x/2, u=3x/2 НВУ BH 
解 ( 它 的 奇 解 ) 。 它 们 包 络 位 于 环 面 里 面部 分 的 浙 近 曲线 族 
(图 192) 。 


809。 直 母线 和 它们 的 正 交 轨 线 〈 即 螺旋 线 ) 。 

810。 直 母线 

811. HEMEN xz ~ y，= 0 。 渐 近 曲 线 的 微分 
方程 ， 

2y*dx* – Зхуйхіу + х dy*= 0, 
或 : 

(xdy —ydx)(2ydx-xdy) = 0. 
因此 、 存 在 两 族 渐 近 曲线 ， 


1)у=с,ух, 2= с; 
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2) у=с,х?, z= Cx, 

814. 车 ki+ka=0， 则 由 欧 拉 公 式 推 得 ， 

cos ф-—51п° m= 0, 

其 中 pe HARMED IBD H. HUF: 
p= + ү/4, ВШ ЛУ АЈ ЧУ АТР z / 2o 

817 REA ИЕ HAMA HERM, WaAlL=o, 
М= 0, AY ETE PITH ETE ЛКЕН Ит А 288 3, Б 
ЕЖЕ = 0, N'= 0, 

因为 L*=aKE+ (1-2aH)L, 

N*=aKG+ (1 -2a HON, 

MS K = 0 时， 系数 L*、N “不 等 于 零 ， 这 就 证 明了 题目 中 
所 要 求 的 。 

820。 直 母线 和 它们 的 正 交 轨 线 ， 正 交 轨 线 是 平面 截 线 。 

821。 直 母线 和 球面 与 锥 面 的 交 线 ， 这 些 球面 有 任意 的 
半径 而 球 心 在 锥 面 的 项 点。 

822。 纬 线 和 经 线 。 

823. А, 

824。 直 母线 和 它们 的 正 交 轨 线 。 

825。 若 正 螺 面 的 方程 为 

X= ucosv, y = usinv, 2 =а у, J| HE ROR 
分 方程 是 (a?+ u dy? ~ ди? = 0, 
ШШ, v= + 1а(и+уиаѓ ъа?) +C, 

826. < + 了 -=2z， 

p q 


(Сж0), | 
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以 及 平面 x = 0 和 y = 0 截 椭 癌 抛物 面 的 截 线 。 


831,.R=r(s)+R,n(s),  Bihk,= 1/8, E W 
已 知 暴 线 的 主 昌 率 。 因 此 ， 曲 面 治 曲率 线 的 法 线 的 包 络 由 主 
曲率 中 心 组 成 ， 它 的 密切 平面 与 曲率 线 在 对 应 点 的 法 截面 重 


Pes 
Ae 


834+。 在 已 知 曲面 上 采取 正 交 网 为 坐标 网 ， 则 有 F = 0, 
对 于 在 平行 曲面 的 对 应 坐标 网 应 有 F *= 0 。 取 所 考虑 的 曲 
面 的 方程 为 

т=т (u,v) 和 r=r(u, v)+ a n(u, у), - 
则 有 F*=2a(aH-1)M, 
由 此 推 得 ， 在 两 种 情况 下 F*= 0, 

1) М=0; 则 在 已 知 曲 面 上 的 正 交 网 由 曲率 线 组 成 ， 

2) а = 1 /Hy-- 则 已 知 曲面 具有 固定 的 中 曲率 ， 且 其 
上 的 任何 正 交 网 将 对 应 的 同样 是 正 交 网 。 

835. 这 反对 旋转 戎 园 面 才 有 可 能 。 

845。 设 直 和 母线 平行 Oz 轴 ， 则 曲面 的 方程 能 表 FR 为; 

r=f(u)i+ọ(u)j+vk, 
ЖН и 看 作 是 准 线 的 自然 参数 。 我 们 将 求 形 式 为 

у =у(ц) (*) 
的 测 地 线 方程 。 那 么 


Магах ту=ф/1 - fj ° 

dr= Cf’ 1+ mg L. оа 

d*r= (iT + 中 "1 + v"k)du?, 
测 地 线 的 方程 为 
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ри р” ү” 

或 (p+ f) vr Col pt + Í !f”)v'= 0, 
fA op’? + fl*= 1; A, 

wrest! £= (0 Р) = 0, 
ХВ, v”= 03 Ak, v = c u + Cao 测 地 线 族 的 к 
方程 为 

ref(udit+p(udjtle,ute,)k, 


故 得 


oN dr. F 
0 = ~~ _du 
соѕ 0 =cos (1,,02z) = 一 
с 
du 
C 1 Cl 


С “+фр'®+с* Vite?’ 

因此 ， 所 求 的 测 地 线 是 一 般 螺 旋 线 。 

此 外 ， 直 母线 是 测 地 线 ， 它 们 不 属于 通 解 ， 因 为 它们 的 
方程 不 能 表示 为 (+), | 

由 于 过 柱 面 的 每 一 点 沿 任意 方向 都 有 或 是 一 般 螺旋 线 或 
是 直 和 母线 通过 ， 因 此 这 些 曲 线 的 每 一 条 都 是 测 地 线 。 

848。 球 面 的 大 圆 。 

852. BBA77, 632, 85181, 

856. KE 1. 
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„lul 
857. KES a ae? 


858. ке lune = phe K gl vec™ 0, 

863。 取 正 螺 面 的 方程 为 

X = UCOSV, у= UsSiny, 2 =a v, 

首先 注意 到 ， 直 母线 即 曲 线 v = 常数 是 测 地 线 。 现 在 设 
dv + 0 得 测 地 线 的 微分 方程 为 

d?u 2ц 


_ du, _ 
dv? а?+ц? Cd p w= 0。 


”了解 广 各 施行 新 的 变换 ， 设 为 独立 变量 ， 
Tip = Rf u HEK. DEN 


gz =p Hal 
这 个 方程 的 通 解 是 
z= (аї+ u?) (C-i, 


a?+ u? 


#08. =] ту 


du 

уе ae 
864。 取 伪 球 面 的 第 一 二 次 形式 为 
ds? qt dy! 

《参看 660 题 ) 。 则 测 地 线 的 微分 方程 为 
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dy _ 1 dy. 1 dx 2 一 
dst y ‘ds Ту (ds 20 
dx 2dydx_ 

452 yds ds 7? 


Ш x = 常数 满足 此 方程 组 。 
车 x 下 常 数 ， 则 方程 组 能 用 方程 
dy .1 Cd Уу: 10 
了 


dx? у ‘dx 
代替 ， 它 的 通 解 为 : 
(х-С,)+у?= С°, 


865. BR: 沿 测 地 线 把 v AIF u 的 函数 ， 得 到 李 乌 维 


尔 曲面 测 地 线 的 微分 方程 
dèv df dva, dq dy 
2(1 + YD ут du Саъ) dy © a 
dfdv do 
dudu dv’ 
R: Cfi+p)durd(dv*) =(dut+ dv?) (dpdu? 
-didv?) , 
кн du? — fdv? 
фои —idv _ 
d ¢ du? + dv? ) = 0. 


积分 此 式 ， 得 到 所 求 的 方程 。 

866. #7: AiE 

peosu = (е, т, a), 
其 中 e 是 沿 旋转 轴 方向 的 单位 矢量 ，f RHH Оча 
MAB, HERA ОЛЕ W 转 HME, о 是 测 地 线 的 单位 
切线 矢量 。 然 后 证 ， 所 得 混合 积 的 微分 等 于 零 。 道 定理 不 成 
立 ， 因 为 沿 任 一 纬 线 上 述 关 系 式 均 成 立 ， 然 而 不 是 所 有 的 纬 
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线 都 是 测 地 线 。 

867。 设 上 ,是 旋转 椭圆 面 最 大 纬 线 L 的 半径 ， M。 是 此 
纬 线 上 的 一 点 ， 观 察 过 点 M。 并 与 第 线 的 交角 为 上 。= 0 的 
测 地 线 。 据 克 列 洛 定理 沿 此 测 地 线 有 

рсозн = ru 

由 此 得 

р = гв, со$и =] 

Alt, u =0 且 测 地 线 与 纬 线 L 重合 。 

现在 取 与 纬 线 交 直角 即 上 u= x / 2 的 测 地 线 ， 据 区 列 次 
定理 p cosh = 0、 因 此 上 = rn/2， 且 测 地 线 与 经 线 重合 。 

设 0 和 no<Tr/2， ir vcosho= С, 得 到 ， 沿 浏 地 
线 有 pcosk = Co。 由 此 推 得 ， 它 与 具有 半径 p <C o К 
园 面 的 所 有 纬 线 交 成 非 零 角 ， 随 后 与 半径 p = Ce 的 FAB 
W, FHP EBS LAA (H193) 。 

868。 设 ro 是 单 叶 旋 转 双 曲面 最 小 纬 线 上 ,的 半径 、M ， 
是 位 于 不 同 于 L ,的 纬 线 L ,上 的 点 。 

显然 ， 对 于 过 点 M 的 测 地 线 、 在 克 列 次 定理 中 的 常数 
CHER AO<C<r,, Янг, BERL , 的 半径 。 
如 果 C 之 r 。， 则 测 地 线 与 曲面 的 所 有 纬 线 交 成 非 零 角 。 

EC Hr 。， 所 有 测 地 线 位 于 曲面 的 这 样 一 部 分 F, = 
被 半径 为 C 的 纬 线 L 所 限制 并 含有 点 Mi , 它 与 这 部 分 曲面 上 
除 纬 线 L 外 的 所 有 纬 线 相交 。 如 果 C > r 。, 测 地 线 与 纬 线 荆 
FAD. MRC = r ,。， 则 测 地 线 无 限 接近 纬 线 LL， 并 在 曲面 
上 绕 无 数 圈 (图 194》。 

869. jr Jr ,分 别 是 最 小 和 最 大 的 第 线 的 ` &, Ж 
克 列 洛 定理 中 常数 C 取 值 范围 为 0 志 C&r re RHE RF 
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的 纬 线 (AC = 0) ， 最 小 的 纬 线 ( 当 C = r °) 和 最 大 的 


图 193 图 194 
Se ( 当 C = г) 是 环 面 的 测 地 线 。C 不 是 上 Ж 值 ， 测 地 
线 在 两 个 半径 C 的 纬 线 间 象 正弦 曲线 祥 摆 动 。 最 后 ， 在 环 面 
上 还 存在 这 样 的 测 地 线 CMC = r.) ， 它 们 绕 在 环 ML, 
从 两 边 无 限 接 近 最 小 纬 线 并 绕 无 数 圈 (图 195) © 


870。 提 示 ， 利 用 半 测 地 坐标 系 。 


871。 标 架 正 交 性 的 条 件 是 
e ei = 85:5 е 1， 如 果 i = j, 
0, WF is jo 

微分 这 些 等 式 并 利用 $18 的 公式 (2) 得 到 

de е +e prdej=0, 

8 _ — 8 a _ 

Уо, e- tej t+ Zo. eicek= 0, 

k =1 k =i! 

3 3 , 

Zo d i+ ZO. б =0, 

к= 1! k=1! 


872. 因 为 半 是 曲面 点 的 经 各 ， 因 此 d METEM, 
HEKE eM e ,的 线性 组 合 。 

73 。 矢 函数 6 ,确定 了 曲面 的 球面 映射 因此， 
des(h)=.xy(1), 其 中 .是 基本 算 子 。 对 于 具有 主 方向 的 
FE b, A (h) = 和 h, ве, ШЖ үну, Д 

de(e)=ol(ei)eli+ot (e,)e, 
Bree , 共 线 ， 即 在 曲线 Y 的 点 上 wi (e) = 0, 

874. 因 为 M 是 曲面 点 的 经 和 拓 ， 因 此 矢 函 数 M 是 曲面 的 
恒 等 变换 ， 且 对 于 任意 切 和 撩 量 h 有 dM Ch) = h， 特 别 有 

dM (e)=oleeitor (e De: = е, 

dM Ce,=ol(e,)e + 0? (еде, = е; 


875。 因 为 矢量 el 、e :是 单位 矢量 ,而 Parl 
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laur | = wG， 因 此 由 题 中 条 件 得 到 
=É, arsye 


o!=fidu+fadv, {ео (dar), 

Ё, = о? (dur) 5 
olrnn =a'/Ee,)=/Eo'(e,)=VE, 
ol(er) = 0. (/Се,) = Со! (ез) = 0, 

МИШ, о!=уЕа u。 对 于 形式 w :也 类 似 可 得 。 

876， 对 于 1 一 形式 ，w !、@ * 所 要求 的 表示 式 在 875 АЙ 
Е]. ЧТо = 入 du+b dv 可 由 874 题 推 得 ,kh = 0, 
j h=piVE, fot = piwv 瑟 tu。 类似 地 可 得 

0? = рам G d Vo 

对 于 形式 o1 = fdu+gdv, RICE = q VE, 
g= qav Go 

877. 观察 原 点 在 点 M 的 某 个 正 交 标 架 

(Mose, ef ef), 

WE $ IPRA (4) 是 完全 可 积 的 ， 那 么 存在 叭 一 解 

М=М(и, ғ), е; = е;(и, ғ), 7 
满足 初始 条 件 
| MOU os vo) = M, eilus, уо) = е0, 
在 几何 上 这 就 意味 着 存在 曲面 ， 这 个 曲面 的 每 一 点 伴随 有 正 
HERE (M. i.e s. ез) 

878. BA (3) 被 满足 ， 则 有 
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do?= Clq 6) -ә, (м) duAd v>, ' 


oiA 人 osg= - p ZE pivGd uAdvs 


因此 由 条 件 C5) ER, dot=ofAo}, ТКЖ ЖК 
和 相反 的 论断 类 似 可 得 。 
881， 由 内 部 方程 4 = 4(s) vaves SHA HA 
Y 的 法 曲率 可 根据 公式 
_ p (Y) р Е (0) 4+ p. С(у/)? 
“a ply) (а) + Gv’)? 
求 得 。 如 果 Y 是 坐标 曲线 = 0, WA v= Оку = py, 
对 于 第 二 条 坐标 曲线 有 类 似 结论 。 
882. 位 于 直线 Me ,上 的 径 K 为 下 =M+ Ae ,的 点 
的 位 移 等 于 
id(M+ie)= (VEdurdN\) e ,+(/Gd ¥ 
+ À (q Ë d u+* qav Gd v)JJes+p Ed и € so 
当 点 M 沿 第 一 条 坐标 曲线 u = 常数 移动 时 ， 则 有 
2M=/Ge,, ЖЕЗ, MEE 
a (M+) e 1) 与 矢量 e KB, KE 
3,(M+ 和 入 el)=a e1, 1+ q; .= 0, 
类 似 地 可 得 4141- 入 qi=0。 
883. 设 了 是 曲面 上 曲线 的 单位 切 拓 量 ， 那 么 


h= cosge+singe, = EMT + ق‎ г 


cos? sin? 
Py ESF, p.G T 9 


K (hy = Ф (h) = 


E cos*@ | asin’ 
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= pcos? o + pasin p. 

884。 在 曲面 某 点 M 的 切 平面 中 选取 笛 卡 尔 直角 坐标 系 
(M，e ,es :) ， 在 这 个 坐标 系 下 任意 点 的 坐标 用 x 和 y 
ж» ШЖ y 是 第 一 坐标 曲线 和 任意 法 截 线 间 的 夹 角 ， 则 由 
桂 潘 标 线 的 定义 推 得 


- cos 由 =- 519 

Ver 了 V Kal? 
那么 由 欧 拉 公式 

Ka= picosip + pasinto 


得 到 
Pix rpay =1 
885. #75: 由 818 方 程 组 (5) 的 前 面 三 个 方程 推 得 
885。 在 沿 浙 近 曲线 移动 时 有 
esd:M=pEdu:+psGdv*=0。 
因此 由 $18 方 程 (2) 和 (8) BARK = p, pk 
KdA?*+- deg =0, 
由 此 
K+ (162 52.0, 
ds 


ШЕКЕ ку 与 矢量 es 重合， 因此 


所 以， K+ < °= 0, 


得 到 题 示 的 式 子 。 


888。 由 878 题 有 d @?=@? 八 w3， 而 根据 $18 公 式 
(8) 有 
dot =-p i p./ËG d u/\dv, 


o'Ao*=/EGduAdv, 


当 它 们 沼 曲面 平行 移动 时 具有 


da=aflojes,db=bP os 


å (a+b) = ба -Ъ+а. а 

= (afl ође) сеа +аа еа (ЪВоъез) 

因为 es*ea= 0，, ЯА (а · b) =0， 因 此 在 矢量 
平行 移动 时 ， 矢 量 的 数量 积 保持 一 定 ， 所 以 矢量 的 长 度 和 它 
Kua 一 定 。 

» BRAKE © e, = 
рса +E ed 
FZ O T. x. 

如 果 取 另外 的 沿 已 知 曲 线 平行 移动 的 矢量 代替 矢量 8 、 
INE) SA 二 形成 的 夹 角 中 ， 彼 此 将 有 不 同 的 固定 值 ， 因 
为 矢量 之 问 的 角度 在 它们 平行 移动 时 保持 一 定 ， 因 此 在 任意 
选取 平行 移动 矢量 时 ，d 申 将 有 同一 个 值 。 选 取 矢 量 e , TE 
Dy Feat E E 
~dpm=e,°de,=o@jf= q./Edu + qv Gdy, 


€ 35 


sp, RE 


cos 
е; ах оз 


езер 
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892. 由 $18 公 式 (6) 有 
Ag = 中 -CaivEdn + ау Сіз), 
L 


根据 公式 
Praxrrady= ff (29-3 ) dxdy, 
L D 


Av= | |KZEGdudv, 


因为 人 = р,р,, do=/EGdudvy, 那么 
де) кае, 


893. i Š Алу лк АШЫШ ЕШ, 。 是 


HALK, a 是 在 曲面 上 治 上 沿边 界线 了 上 平行 绕 动 的 单位 矢 
量 。 此 时 


“sinp dy=a. fds, 
REA RAL HR A oF 


或 db=ke ds, 
在 点 A 沿 边界 线 工 由 起 始 位 B A AAR А 


вога, хаата ня 


Ab =фк. ds。 
L 
因此 
AgtAb=2n. 
896。 由 公式 


f [Kaos | esas=ar， 


D L 
MH k g = 0 时 则 得 

[ [Kdo-2n. 

D 


SORTER HHA К 0, Mop SAAR RIL 
897. Æx Oy FLERE 
2x74+3y*-A2xy-4xti8By -16=0, > = 0 
的 内 部 区 域 ， 在 y Oz FH EER DB 
By:+82?+32y -322-4= 0, x=0 
的 内 部 区 域 ; 在 x O z 平面 上 是 样 圆 
23x7+5427+18x —216z -324=0, y=0 
的 内 部 区 域 。 
900， 先 证 明 所 研究 的 渐 近 曲线 荆 的 每 一 条 都 是 直线 。 假 
设 不 是 这 样 ， 曲 面 治 曲线 工 的 法 线 平 行 定 平面 ， 因 此 
п :е= 0, Khe 为 常 矢 。 因 为 在 渐 近 曲线 上 付 法 矢 
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ГНИ ТИЕШЕЛ Е А, 
991 。 如 于 把 旋转 曲面 的 方程 写成 
х= ф(и)соѕу, у= ф(и)ѕзіптчу Z = u, 
2A Ни ж; ETE 
1+ ф/2-фф”= 0, 
(RAMA, р = 9 ”和 新 独立 变量 9 , 则 有 
1+p?- pp 18 = 0， 
"9-2 = 14 (а(1+р?)), 
Mf cp’ = 1+р?, 
转 到 前 面 的 变量 ， 得 
do س‎ d u, 


ege] 
积分 这 方程 得 
сһ^!(сф)=сни+Ь, 


= eh (e 0+6), 
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这 故 旋转 曲面 为 县 链 耐 。 

902。 在 极 小 曲面 的 每 一 点 存在 两 族 相 互 正 交 的 渐 近 BH 
线 ， 其 中 一 族 为 直 母 线 ， 另 一 族 是 非 直 线 的 渐 近 曲线 ， 它 们 
的 主 法 线 均 是 那 族 直 母线 ， 这 是 因为 渐 近 曲线 的 密切 平面 与 
曲面 的 切 平面 重合 ， 这 样 这 族 非 直线 的 浙 近 曲线 具有 公共 的 
EHAR, БДВ, HATARON F ВЯ HH 
线 ， 因 而 是 圆柱 螺 线 ， 故 曲面 是 圆柱 螺 线 的 主 法 线 曲 面 ， 即 
HE Mo 

903. $ = u， 则 中 曲率 为 零 的 条 件 化 为 

(1+ 0?) {+ оѓ’ = 0, 
积分 这 方程 得 到 

(1+ 0?) (u)=a, f '(u)=a/(1-+ u), 

将 此 方程 积分 ， 得 


fCu)+b=2+b=aarc tgu, 


因此 ， 

u=tg2+b, Jtg? +b, 

a x a 

ZEEE 

x = u COS V, y= usin v, z -av_b 
的 隐 式 方程 。 

904. HIE S 和 5 "的 第 一 和 第 二 二 次 形式 的 系数 满足 关 
RA: 


E*=(1-a?7K)E+2a(aH-1)L, 
F*=(1-a?K)F+2a(aH-1)M, 
G*=(1l-a?K)G+2a(aH-1)N, 
L*=aKE+(1-2aH)L, 
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M*’=jaKPF+(1-2aH)M, 

М‘ а КС+(1- 3а Н) М, 
由 此 得 到 所 求 的 表示 式 ， K 

Te H 

Ks ra l iaa Hy aK 

905. Ha = i 2 末代 入 公式 

Ke “y= ЕТЕ aK? 

KR = 1H = Wo 

906. EZE S 二 坐标 曲线 与 曲率 线 重 合 ， 利 用 基本 
算 子 ， 得 

rr=(l-akiro г, =(-aks)rvo 
因此 ， 旭 面 $ 和 5S °* 的 第 一 二 次 形式 的 系数 以 下 面 的 关系 А 
KA: 

Е*=(1-ак,)?Е, С*= (1-ак,)2С, 
Е-Е = 0. 
由 此 

do*=(Q-axk,)(l-ax,)da 


. do = do" . Kit Kə 1 

BH lim — 一 = lim (H a K Ke) 
a0 2ado а —=0 2 2 

„К+ K: H. 


907. 5 为 极 小 曲面 ， 5 "为 平行 它 的 曲面 ， 且 它们 之 
间 沿 法 线 的 距离 等 于 a 。 如 906 题 得 到 的 一 样 ， 曲 面 S 和 3 
的 相应 面积 元 素 满足 关系 式 ; 

ас“ = (1+а?К) с, 
其 中 区 为 曲面 S 的 全 曲率 ， 因 此 
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Jaor Ifa saf Kao, 


因为 在 极 小 曲面 上 开 委 0 ， 那 么 


dot >| do, 


910。 欲 使 直线 系 具有 包 络 〈 即 形成 可 展 曲面) ,需要 有 


t? 
psct—-, с= Ж, 


2 
арау 
9 (х2 -у)2-42%=0 
确定 。 
BRN FE: | А 
x= c 5, yo-—-Fet, z=Ft, 


xO 了 平面 的 交 线 : 
8(x-—c)?-9y? =o, 
911. MARR НО z 8, ШОХ Shi Fk E, W 
么 圆柱 面 方程 将 为 
x=acost, y=asint, z=au, 
而 截面 方程 为 
z=Ay, 
将 柱 面 沿 与 O 工 轴 相 交 的 母线 剪 开 ， 并 将 它 贴 合 在 xDz 平 
面 上 。 因为 贴 合 后 柱 面 的 正 交 截 线 的 弧 长 s =a t HEAR 
坐标 的 作用 ， 那 么 所 求 曲 线 的 方程 将 是 
z=a Asin(s/a) 
一 一 正弦 曲线 。 
912. 设 过 直线 4 的 平面 $ 与 球面 沿 加 相交 。 现 察 治 
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ү 与 球面 相 切 的 园 锥 。 它 的 母线 与 圆 的 正 交 扫 线 相 切 ， 但 所 
有 这 些 锥 面 的 顶点 都 位 于 d RREA d’ 上 ， 因 此 ， 球 面 
与 过 d ‘的 平面 束 相交 而 成 的 加 将 是 正 交 轨 线 。 
913。 点 沿 曲 面 移动 的 一 般 方程 为 
m. r Fi RT -p IR a 
a t 
其 中 F 是 外 力 ，R 是 曲面 的 法 向 反 力 ，k 是 摩擦 系数 ，a 是 


轨迹 的 切线 单位 矢量 及 n 是 项 面 的 法 线 单位 矢量 。 
因为 


dr dts — ds.,da 
“ate dte Car as? 
因此 在 F = 0 时 ,运动 方程 为 
d?s— „d da 
m Суза + Crp ge =Rn- u| R |a 。 
将 它 与 a хп, @ 
一 一 da、 dr 一 dT | 
(а, n, ds. ‘ws? n, DTS 


即 点 沿 测 地 线 移 动 〈 人 参看 843 题 ) 。 
914. x =F. b, y=F;®, 2 = Е,Ф, HKH 
p- xFy+yFy+z F, 
Е+Е?+ Е? 
而 点 M(x，y，z ) 满 足 方 程 
F(x, y, z)=0, 
915. (х?+у? +2?) = а?х?+ e b2y2+ eez, 
916. 22 (х‘`+у? +2?) = ах? +b yl. 
917. z(x* + y*+22)+ a x J =0, 
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919， 可 展 曲 面 。 

920. 只 有 可 展 曲 面 。 

922。 将 已 知 的 测 地 线 族 之 一 作为 半 测 地 坐标 系 的 Re 
那么 

ds?=du*+G(u, у) йу? 
如 果 中 是 坐标 曲线 上 和 第 二 族 测 地 线 的 夹 角 ， 则 

du 

cos TT d v a° 
由 角 中 是 常数 这 个 条 件 ， 得 

= aG, 其 中 a = 常数 。 
将 此 代入 测 地 线 的 微分 方程 ， 得 G ,=0，、 因 此 G = G (Yj)， 
第 一 二 次 形式 可 变 为 

ds*=dx*+dy’%, 

反 过 来 ， 设 5 是 可 展 曲 面 。 因 为 它 可 贴 合 到 平面 ， 币 在 
贴 合 时 测 地 线 仍 变 为 测 地 线 ， 且 曲线 间 的 角度 保持 一 定 ， 因 
此 足以 看 出 ， 在 平面 上 上 述 的 测 地 线 族 是 存在 的 。 

923。 测 地 线 的 点 在 锥 面 的 母线 上 ， 锥 面 母线 位 于 该 测 
地 线 的 从 切面 上 ， 因 此 ， 由 锥 面 顶点 向 密切 面 所 作 的 垂 线 与 
切线 相交 。 它 的 长 

d=psina, 
其 中 p 是 母线 线段 ，a 是 母线 与 切线 的 夹 角 ， 当 锥 面 贴 合 到 
平面 时 ， 测 地 线 变 为 直线 ， 而 沿 它 距离 d 为 常数 ， 但 是 P 和 
a 值 同 在 锥 面 上 具有 一 样 的 值 ， 因 此 在 锥 面 上 psina = d 
也 是 常数 。 

为 了 证 明 逆 定理 ， 只 要 判定 ， 具 有 上 述 性 质 的 曲线 在 锥 
面 贴 合 到 平面 时 变 为 直线 。 
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924。 在 曲面 上 取 半 测 地 坐标 系 ， 则 
ds*=du?+Gtu, v)dv’?, 
在 曲线 au = 0 上 有 С | -。= 1。 此 外 ， 由 测 地 线 方程 得 ， | 


s G ,= 0， 在 半 测 地 坐标 系 下 


эц 
_1 .9 gE 
K = -7E = (874988) , 
ОШАК = 0, W 
ay G 
out 9 


介 这 个 满足 上 述 初 始 条 件 的 方程 ， 将 有 ww G = 1 。 因 此 ， 对 
于 全 曲率 为 0 的 所 有 直面， 第 一 二 次 形式 为 
ds2= du2+ dv, 
因此 ， 它们 彼此 全 部 贴 合 。 
2) 如 果 = L; (a = 常数 ) ， 则 
м С = соѕ(и/а) 145 = du?+cos*(u/a)dv’, 
3) 如 果 K = 《a = 常数 ) ， 则 
ds*=du*+ch*#(u/a)dv?, 
933. HE S 在 点 M 的 切 平 面具 有 Ж Rou, r ә, г 作为 


自己 的 方向 矢量 ， 其 中 (U,r ) 是 S 的 参数 表示 。 对 于 仿 射 
Fy, 00, Aor) 有 曲面 的 参数 表示 . (S) = 57, 
曲面 S 在 点 .we(M) = M/ 的 切 平面 的 方向 矢量 将 是 矢量 


9 (аот) „(оо Tr) BHR „(о7о г) = (Afar), 
ә (от) = (079 ¿r ) A, 在 .的 作用 下 S 的 切 平 面 
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EAS “的 切 平面 。 
939。 仿 射 性 质 。 
940。 度 量 性 质 ,因为 例如 圆 借助 仿 射 变 换 能 变 为 椭 男 。 
941 一 946。 度 量 性 质 。 
947 一 948。 仿 射 性 质 。 
949 一 952。 度 量 性 质 。 
953。 仿 射 性 质 。 
954。 度 量 性 质 ， 因 为 ， 例 如 在 仿 射 变换 


Xx = x у= y z =k z 

TF, ЖШ | 

x =ach(u/u)cosv, y=ach(u/a)sinv, z=u 
的 主 法 截 线 之 一 〈 在 xO7 平 面 上 的 圆 ) 不 改变 自己 的 曲率 。 
而 第 二 个 截 线 (县 链 面 的 径 线 〉 曲率 是 要 改变 的 ， 因 此 中 曲 

955。 仿 射 性 质 。 因 为 点 的 类 型 是 由 曲面 在 该 虚 渐 近 方 
疝 的 数目 多 少 而 区 分 的 。 

956。 度 量 性 质 。 

957。 仿 射 性 质 。 

958， 利 用 题目 的 仿 射 性 质 ， 用 仿 射 变换 zx/ =, y= 


Ту, WE ABB NB ` 
x+y =1, 
MHREHERBEHERMAMEE. MM 
x fet y= 
2 
将 为 梢 圆 弦 的 象 的 包 络 ， 因 此 所 求 的 包 络 将 为 椭圆 
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2 2 
+ 了 -二 (196) a 
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959。 利 用 题目 的 仿 射 性 质 , 用 仿 射 变换 x = x/a,y’ 
= y/b， 将 已 知 椭圆 变 为 圆 
x+y =] 
并 利用 已 知 公式 7 = S 和， 其 中 入 是 仿 射 变换 的 行列 式 , 在 
此 和信 =1/ab 和 5S/'= S/ab, 已 知 直线 的 象 的 包 络 将 为 半径 
R’ =cosS’ HEH, В | 
xr y= RP, 


因此 所 求 的 方程 将 是 


这 是 一 个 与 已 知 椭 贺 相似 的 椭圆 ,相似 系数 为 cos(S /ab)。 
960。 把 已 知 直线 作为 仿 射 坐标 系 的 轴 ， 而 把 其 上 的 单 
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位 矢量 作为 尺度 矢量 (图 197》。 取 族 的 直线 AB， 使 AB 
垂直 于 坐标 角 的 一 个 平分 线 。 观 察 以 坐标 轴 为 渐 近 线 并 与 直 
线 AB 相 切 于 点 M(a 、a ) 的 双 曲 线 , 它 的 方程 为 x<y = c, 
HSRC: 
OA=OBe=2a, S=2a?sin2a, 
AARMAMHRE, BAa*=c, Mint 
S 


` 9sinda 
因此 、 双 曲线 的 方程 将 为 
S 


X у = оллоо C) 


现在 作 双 曲线 的 变换 ， 使 双 曲 线 (+) PEC, MAME 


为 任意 一 个 点 M。 大 家 知道 ， 此 时 弦 A В 变 为 双 曲 线 在 点 M_ 
的 切线 ， 而 此 切线 从 坐标 角 截 得 的 三 角形 同样 有 面积 9 B 
变 成 已 知 直线 族 的 任意 一 条 直线 。 

这 样 ， 双 曲线 (* 〉》 是 截 第 一 和 第 三 坐标 角 为 面积 S 的 
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三 角形 的 直线 族 的 包 络 。 类 似 地 ， 共 斩 双 曲线 
9 


2sin2a 

是 截 第 二 和 第 四 坐标 角 为 面积 S 的 三 角形 的 直线 族 的 包 络 。 
961。 观 察 族 中 与 y 轴 垂 直 并 交 轴 于 点 M(o b) 的 

直线 LN。 用 5 表示 b， 


x y = — 


198 


建立 抛物 线 ， 这 个 抛物 线 是 由 已 知 抛物 线 沿 O y 轴 移 动 b 而 


得 到 。 它 的 方程 ， | 
y= axa (0a S )1/%„ (+) 


现在 作 抛物 线 的 变换 ， 使 抛物 线 变 为 自己 ， 而 点 M 变 为 任意 
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一 点 M， 同 时 抛物 线 y = a x :同样 也 变 为 自己 ， 而 弦 LN 


RAH. (+5) 在 点 M 的 切线 ， 即 变 为 已 知 直线 族 的 任 一 
直线 ， 这 样 说 攀 线 (* ) BADR Bet (图 198) 。 
962。 设 | 
р= тки) + уе (и) 
是 斜 直 纹 曲面 的 方程 ， 它 的 第 二 二 次 形式 为 
p = Ldu?+2M du dv, 


其 中 
j a PM ea куш Р + б, BIT BE 
EC FE: 
eye) 
由 条 件 wy EG 


Ldu? + 2М du dv = 0 
求 得 与 直 母 线 方向 不 同 的 渐 近 方向 的 特征 是 矢量 


Pu tp: ears er- e | 


2M 
( 据 题目 条 件 M:# 上 0) 。 
治 对 应 u = us 的 母线 渐 近 曲线 的 切线 形成 的 曲面 方程 
为 
К=ту+уго+ Got ve -Ae (+) 
选取 原点 在 径 矢 为 To 的 点 Au 和 坐标 轴 的 只 度 矢 量 为 
ro eyeo' 的 仿 射 坐标 系 。 引 入 符号 ; 


( е,” s. 6 е о”) = 


a, 
(ro yeoy eco) 
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Ce о’, ео, го) + (гог, ео, е0“) = b 
(re, eo”) 


Cr os eo го) _ с 


(r 0,6 0,60) 


(а, b, с) o 
那么 曲面 的 方程 能 写成 
X = W, 
xs =v- (av? + bv + с), 
, X, = V W, 
故 得 b 
X X, = хатах каха}. 
FAK 
X i= x, 
Kez xax, 
Xs = Xs 
变换 坐标 得 


X, x, + ə x š -x,=0, 


如 果 a # 0 ， 得 到 单 叶 双 曲面 ， 如 果 a = 0， 得 到 双 曲 抛物 
面 (а = 0 意味 着 ， 原 曲面 是 由 平行 于 某 平面 的 直线 


形成 ) 。 


963. x'+y*=C—ADMMAO (0，0) 。 
964. xt- 72=C 一 共 渐 近 线 的 等 边 双 曲线 和 它们 的 
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HICR (图 199) 。 


965. y = C 工 2 一 抛物 线 和 直线 了 = 0 。 
966，C (x *+ у) =2x 一 圆 族 和 直线 (200) , 
967. C x :=2x - 了 +1 一 具有 平行 O y 轴 的 对 称 轴 。 
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过 点 《0，1》 并 与 直线 2x ~ y + 1 = 0 相 切 于 此 点 -的 抛 
物 线 族 及 这 条 直线 本 身 (201) 。 


068. x+ y + z = CC 一 平行 平面 。 

969. x? + 了 2+ 2 = C?: 一 同心 球面 。 

970. x*+y*- z*=C 一 具有 公共 浙 近 锥 面 的 单 叶 双 
曲面 以 及 这 个 锥 面 本 身 (图 202) ° 

971. — 4 С?(х?+у?) +4(256— C2)z2= С? (256 
-C*) (C20) 。 当 C = 0 时 得 到 x O y FH, 当 0 <C 
<16 时 是 以 O z 为 旋转 轴 的 旋转 双 叶 双 曲 面 (图 203) , 34 
C =16 是 O z Rl, HC >16 是 以 Dz 为 旋转 轴 的 旋转 椭 园 面 
(204) 。 

972. 1, 

973. 5 。 

974。 (0, 0), C1, 1) 

975. N (7, 2, 1), 

976. (2x-y-z) i+(4y+z-X)j+(6z 
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—x+y) К, 
977. 3(xi—-—ayz)i+3(yt-acxz) j 
+8(2:-аух) К, 


77 ~ 
i 


202 


978. e****(yz(x+1) i+xz(y+1)] 
+xy(z+1)k)., 


1 一 1 一 1 т 
909. Text руі taper. 


980. 91-873, 
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981, | grad и]= 6; cosa =2/3, cosB = -2/3, 
созт =1/3 。 


203 


982. grad u(O)=3 i -2j -6k ,|grad u(O)| =7, 
cosa = 3/7, cosB = —2/7, cosy = -6/7 
grad u(A)=7i, [grad u(A)|= т; 
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cosa = 1, соѕ В = 0,cosy = 0; ÆA N(-2,1,1), 
grad u= 0, 
983. cosp =3/V Ilə 


图 204 


8 


984. coso = ¬ 202° 


л 
985. 2° 
986. ЖП; 12, 
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4 二 工 -4 9 
987. M, сє» 4 } > M, ( 5? 4) ° 


988. as, 其 中 1 = xit y2+z2 Д abc, 


989, sr mera d Y， 如 果 grad и Lerad Vo 


997. 因为 r =v x*ty?4 z, ЯА 


= Эг rT TF xT yT, zT 
grad r = Sit spits К іж) 
-E 
r 
998. f(r) Te 


1000. – у, 


r 
1001. —— 


1002. 设 c= с, і +c, 1 +ce,k, 
Muse г=сух+с,у+с, 2, 


ЖЄ “= с, e Le 
وع ےل و لو‎ 
9 y , Z ° 


因此 grad u=egrad(c + r) = clii+cyj + csk =e 


1003. a(b-.r)-b (а. т) 
(b. r)? 
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= 2 
ец, 


| = | 


1008。 设 ,是 活动 标 架 的 单 Ë X E, 矢量 
э, O ,位 于 曲 而 坐标 w = 常数 的 切 平面 上 。 因 此 矢 He ew 
垂直 这 个 平面 ， 所 以 这 个 矢量 垂直 于 坐标 曲面 w = BR, A 
此 这 矢量 平行 于 数量 w 的 梯度 ， 即 
ew= К sgradw, (x) 

其 中 k ERT ATF. ШЕШ и=и(5), =v(vs), 
=Ww(s)。 微 分 其 任意 点 的 径 矢 


т=г (u(s), v(s), w(s)), 


Ve 


得 到 
аг = du — dv 一 dw 
ds "ds "ds "ase 
将 这 个 等 式 与 gradw 作 数量 积 ， 
dw_ аж 


ds ads P f w ° grad W, 


由 此 rw grad w= 1。 注 意 到 rw=|rw | Pw, 并 将 等 式 
(ж) 与 rw 作 数 量 积 ， 得 | rw| =k. ER (*) 求 得 
1 = 上 ,|gradw|。 运 用 类 似 推 论 于 坐标 曲面 4 = 常数 和 
三 常数 ， 得 到 


Ге ef aft aw 9 í 


grad {(ш,у, ) =E, ou et, з 9 w 
其 中 一 1 -一 1 

k = r = —— T = 了 = — 

ro |grad ul kz=|rr| -|grad-wl 


|gradw] ° 
ә u — 9 u— u 一 
radu = 十 一。 — 
£ er ә Ф ets € zo 
per е + ез 
ZPCr+ Ze mtr Pers 
一 Zcosm 一 . 一 
ег +e + singe zo 
一 zsinm 一 一 
2r er -EP e pt cos g exe 
Зг?ег + 25112 Q — +sin?g 9 
r Фф Zo 
ә LU 一 9 — 9 一 
= -一 -一 把 p Leu, 0 + 1 au b 
p38 рѕіпб эф ¥ 
一 一 1 س‎ 
Pp sing ° p° 


p 
gep+eeg+ 7-69. 
ep + e e +15 و‎ 
Ep tees, Oe, 
х%®+у*%= Сі, z=C,, 


1023, y-x=Cyixy, х- = С,хх, 
1024, x*-y?=C,, 2= С,х*?, 
1025. х= Суу, х= С, 2, 


1026. yz+3+22z, 
1027, 12ху?ё+4х- 6 x z, 
1033. 3. 


1034, div( f (г) г) = # (г) йіуг +r + grad f (r) 


HW divr=8, grad f (г) = KOET 那么 ， 


div(f(r)r)=8 f(r)+ r f (г), 


1035. 2., 
r 


1036. (n + s )r ®, 
. _ 4: # (г) — 
1037. div (grad f (r)) = div (r) 


-i’(r) < r) div T + -grad С) < r) 


3 f(r) = rgrad (г) ~ £’(r)gradr 
тт г? 


go tr) Fofir) = 


r r? 


5 Bi’(r) or P(r) P(r), r 
r r r 


TEREST 
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Ə? u 321 3 2 u 
ax? ay? 9 z2 ° 


1038. Á u= 
1039, u A u + (grad u)? | 
1040. u A u + вгайи gradv 


1041. — ° 
1042. 2 c ' r, 


1043. Í” (r) ` 
1044. 0 。 
1045 ,ce + Cio 


1046. 4 c ' су» 


1047. 1. 
1048. 2, 
1049, * о 
x y 2 . - 


1050。div(gradf(r)) = ї{(ту+®{'(г)= 0, 

这 个 方程 的 通 解 是 { (r) = c + ©, I 

1051. ийт = dis (gradf(r)) = f(r) 
f(r), PAREKH т f”(r)+4f'(r)= s= 


Kf (r)=lnr +44 cas - 
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z :lt ra9. _9_ | 
1052. div a= UMN С (MNa a) + š (ау) 


ou 
+ s (EM awl > 其 中 a ,， а ;, av 是 矢量 
在 相应 坐标 曲线 的 切线 上 的 投影 ， 
L=4/ Є 21924 ЕЕ с 
M-=V/ at ВЕ сву ЕЙ, 
Naf CDe Gers Ce, 


量 L，M，N 称 为 拉美 系数 。 


w 1 9 Fas э а 
1053. div a = 二 (Se а) + r 
， — 1 3 | 
1054. diva = сз” Сәр бар р 25110) 
9 ә 
+p 0 (арзїлб+р sq Ja 


1055. (x?-2xz)it (y2- 2xy)j + (2? 
-2y2) k, 
1056. i+(xy-2x)j +(9-х2)Е, 


1060. о, 1061. о. 1062. - 2 c, 


1063. сх r, 1064, 1065. с, х Co 1066. о. 
1 = — 
1067. Сэ. (r xc), 


1073。 为 了 计算 流量 利用 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 公式 
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下 


diva =y24x24 1, Ak 


n= ||| (x?+ y?+1) dxdydz 
V 


-|| arye aa [7 a; 
D 


- | | (x*?+y*?+1)(4-x%- у?) dxdy, 
D 
转 为 极 坐 标 ; 
m= | [Crt 14-2 ded g 
D 


T /2 2 
= | d 中 J (-—r5+3r°+4r)dr 
0 0 
т 


14 


1074. div a=3 (x*+ y+ 2) 。 根 据 奥 斯 特 洛 
格拉 得 斯 基 公 式 А 


I= | [ facxt+yts z’) dw 
ү 


=3.8 fff (x?2+ y 24 2) dw, 
ү, 
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HPV ,是 球 被 含 在 第 一 卦 限 内 的 那 部 分 范围 。 转 为 球面 坐 
Ps 
x=pcospsinO, y=psingsin?, 2 = pcos, 


dw= р 5100 dp dmd0, х?+у? + z*= p>, 
п = [| jo ‘sind dp dq d0 
Vi 


R n/2 x /2 
=z | ptd e | sinoda f do 
0 0 0 


=2.4T R°, 


1075. Ande 106 0. 1077. 4 


3°? 
1078. 1) а КН (3 R:+2H:) , 
2) 5а RH (R?+ 2H?) 
1080. ЖЕ Еа = R*cos*ti -Rassinst j, dr = 
— Rsintdt 了 +Reostdt 了 因此 avdr= 
- 56 sin 2 t dt, ДЕЕ LIM EDED, AK 
t 在 0 到 亚 的 范围 内 变化 。 因 此 沿 志 的 曲线 积分 将 等 于 


_ /2 
A=(a-ar=-{" A рл tdt= - l R<, 
0 2 2 


1081. 2 2b2. 
1082. HBL 由 两 个 线段 BO( 在 Oy 轴 上 )、OA GE 
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.Ox 轴 上 ) 和 星 形 线 的 弧 A BAR. BL 的 绕 行 应 该 道 时 针 
进行 ， 因 此 笑 量 的 环 量 将 等 于 
fa-dr=[a-dr+[fe-arefa-ay, 
AB BO OA 
分 别 计算 右边 的 每 一 个 积分 。 在 星 形 线 上 ， 
а = Rsinst i ~ Reos? t j, 
dr=-3Rcos?tsintdti+3Rsin?t cost dt jo 


因此 a < d r= - Resin?2tdt 在 沿 AB 弧 从 A 到 B 方 


向 运动 时 参数 上 在 0 到 -> 范围 内 变动 。 将 有 


— _— x /2 
fa ‘dr -1R sin? 2 t dt= -2x R?a 
0 16 

AB 
在 线段 OAIa--xj， dr=dxifla-dr=0, 
mt fac ато, зя |а. ате 0， 于 是 所 求 的 

OA BO 
- _ 8 А = 
环 量 等 于 je T R, 

1083. 0. 1084. -x b2, 1085. 1) лу 2 2x 

1086. - x R5/8, 

1087。 没 有 。 

1088. rot a = 0 。 因 此 场 a 是 势 量 场 ， 它 的 势 u 由 方 
程 du=(y+z)dx+(x+z)dy+(x+y)dz 
称 定 ， 这 个 方程 相当 于 偏 微分 方程 组 
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au 


ox te 
ə ` 

— Zx+, 
ay 


-..9 
=ч. x + yo 
9 z 


由 方程 组 的 第 一 个 方程 得 ，u = (y+z)x+q(y，z)， 
RAZDORE 75 205, mite (у, 2)= 
zy+ 中 (z), 将 u=xy+txzt+zy+ 中 (z) 代 入 第 三 
ЛУ, Hb’ (2)= 0 0 (z)= C = 常数。 因而 
u=xytyztzxtC, 


1089. u=xyz(xtytz)4+C, 
1090. ZE. 
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